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Prefata

Lucrarea este rezultatul seminariilor de Probabilitati si statistica matem-
atica si Matematici avansate tinute de autoare studentilor anilor intai si doi
ai Facultatilor de Automatica gi Calculatoare si Electronica din Universi-
tatea Politehnica Bucuresti.

Cartea este structurata in unsprezece capitole, continand o sectiune teo-
retica cu principalele notiuni gi rezultate necesare rezolvarii exercitiilor, o
parte de probleme rezolvate care acopera programa seminarului de Matem-
atici 3 si probleme propuse studentilor pentru o fixare mai buna a cunostintelor
predate, precum si pentru intelegerea altor cursuri de specialitate.

Pentru aprofundarea conceptelor fundamentale sunt necesare o pregatire
teoretica suplimentara si o participare activa in cadrul seminariilor i cur-
surilor.

Mult succes!
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Capitolul 1

Spatii de probabilitate

1.1 Notiuni teoretice

Definitia 1.1. Se numeste spatiu (caAmp) discret de probabilitate o
multime finita Q = (wy, )<y sau numaéarabila Q = (wy,)neN, Impreuna cu un
it (pn)n, 0 < p, < 1, satisfacand conditia an =1

n
Definitia 1.2. Orice submultime A C 2 este un eveniment caruia i se
atageaza probabilitatea P(A) = Z D

wn€A
Exemplul 1.1. In urma experientei care consta in aruncarea unei mon-

ede putem obtine unul din rezultatele (fata cu stema), (fata cu valoarea).
Considerand un singur rezultat, fata cu stema poate si apara sau si nu
apara ; in acest exemplu aparitia fetei cu stema este un eveniment aleator
(intamplator).

Orice eveniment intamplator depinde de actiunea combinata a mai mul-
tor factori intamplatori. In experienta aruncarii monedei printre factorii
intamplatori putem aminti: felul in care miscdm mana, particularitatile
monedei, pozitia In care se gaseste moneda in momentul aruncarii.

Relativ la producerea unui eveniment intamplator intr-un singur rezultat
nu putem spune nimic. Situatia se schimba atunci cand avem in vedere
evenimente Intamplatoare ce pot fi observate de mai multe ori in conditii
identice.

Aceste evenimente se supun unor legi, cunoscute sub numele de legi
statistice, teoria probabilitatilor stabilind forma lor de manifestare si
permitand sa se prevada desfagurarea lor. Este normal sa nu putem sa
prevedem daca intr-o singura aruncare a monedei va aparea fata cu stema,
insa Intr-o serie mare de experiente, putem prevedea cu suficientd precizie
numarul de aparitii ale acestor fete.

Definitia 1.3. Evenimentul sigur este un eveniment care se realizeaza
cu certitudine la fiecare efectuare a experientei.
Exemplul 1.2. Alegerea unei piese corespunzatoare sau necorespunzatoare

7



8 CAPITOLUL 1. SPATII DE PROBABILITATE

standardului dintr-un lot de piese este evenimentul sigur al experientei.
Definitia 1.4. Evenimentul imposibil nu se produce la nici o efectuare
a experientei.

Exemplul 1.3. Extragerea unei bile rosii dintr-o urna care contine numai
bile albe.

Definitia 1.5. Intotdeauna unui eveniment 1i corespunde un eveniment
contrar, a carui producere consta in nerealizarea primului. Evenimentul
contrar unui eveniment A il vom nota A, C'A, A°.

Exemplul 1.4. Fie A evenimentul aparitiei uneia din fetele 2,5 la arun-
carea unui zar si cu B aparitia uneia din fetele 1,3,4,6. Se observa ca atunci
cand nu se produce evenimentul A, adicd atunci cand nu apare una din fetele
2 sau 5, se produce evenimentul B, adica obtinem una din fetele 1,3,4,6 si
invers.

Definitia 1.6. Evenimentele A si B se numesc compatibile daca se pot
produce simultan, adica daca exista rezultate care favorizeaza atat pe A cat
si pe B.

Exemplul 1.5. La aruncarea zarului evenimentul A care constd din
aparitia uneia din fetele cu un numar par si evenimentul B care consta din
aparitia uneia din fetele 2 sau 6 sunt compatibile deoarece daca vom obtine
ca rezultat al experientei aparitia fetei 2 inseamna ca s-au produs ambele
evenimente. Acelagi lucru se intdmpla daca obtinem fata 6.

Definitia 1.7. FEvenimentele A si B se numesc incompatibile daca nu se
pot produce simultan, adicd dacd nu existd rezultate care favorizeaza atat
pe A cat si pe B.

Definitia 1.8. Daca A gi B sunt evenimente incompatibile (A N B = (),
atunci P(AU B) = P(A) + P(B).

Mai general, pentru orice gir (A,)nen de evenimente doud cate doua

o0 oo
incompatibile, avem P( U Ap) = ZP(An)
n=0 n=0

Observatia 1.1. Evenimentele contrare sunt incompatibile, dar eveni-
mentele incompatibile nu sunt intotdeauna contrare.

Exemplul 1.6. La aruncarea zarului evenimentul A care constd din
aparitia uneia din fetele cu un numar impar si evenimentul B care consta
din aparitia uneia din fetele cu un numar par sunt evenimente incompatibile
si contrare.

Exemplul 1.7. La aruncarea zarului evenimentul A care constd din
aparitia uneia din fetele cu un numar par si B ce consta din aparitia fetei
5 sunt incompatibile, insa nu sunt contrare deoarece nerealizarea evenimen-
tului A nu este echivalenta cu producerea evenimentului B.

Definitia 1.9. Se numeste spatiu de probabilitate un triplet (2, C, P),
unde 2 este o multime de evenimente elementare, K este o o-algebra de
parti ale lui Q, iar P: K — [0, 1] este o masura de probabilitate satisfacand
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P(Q) =1si P( U Ap) = ZP(AR), pentru orice gir (Ay,)nen de evenimente
n=0

doua cate douénincompatibile.

Cazuri particulare

1.Definitia clasica a probabilitatii

Daca €2 este o multime cu NV elemente, se poate defini un spatiu discret
de probabilitate luand p,, = %,n = 1,N. In acest caz se spune ci eveni-

mentele elementre sunt echiprobabile si pentru orice eveniment A C {2,
avem P(A) = ZZEES;

2. Probabilitati geometrice

Fie Q@ € R" o multime de masura Lebesgue finita si fie Kq o- al-
gebra submultimilor sale boreliene. Obtinem un spatiu de probabilitate
(Q, Kq, P), definind pentru orice A € Kq, P(A) = %, unde p este masura
Lebesgue in R™ (deci lungime pe IR, arie in IR? etc.).

Proprietati ale probabilitatilor

Fie (22, K, P) un spatiu de probabilitate.

1. Daca A,Be€ Ksi AC B, atunci P(B\ A) = P(B) — P(A)

2. Formula lui Poincare Fie n evenimente arbitrare Aq,... A4, € K,

n n

atunci P(|_J4i) =D P(A4)=> P(AiNA;)+.. . +(=1)" 'P(A1N...NAy).
i=1 i=1 i#j

3. Pentru orice sir crescitor de evenimente Ag C A; C ... A, C ... avem

P( G An) = lim P(Ay).

n=0
4. Pentru orice sir descrescator de evenimente Ag D A1 D ... A, D ...

o0
avem P( ﬂAn) = lim P(A4,).
n=0 n—oo
Definitia 1.10. a) Evenimentele A si B se numesc independente daca
P(AnB) = P(A)P(B).
b) Evenimentele 4, ... A, se numesc independente in ansamblu daca
pentruoricem <nsgil <j; <... < jyn < n, avem

P(A;,N...NA;.)=P(A})...P(4A;)

Observatia 1.2. Daca n evenimente sunt independente doua cate doua
nu sunt neaparat independente in totalitatea lor. Acest lucru se vede in
urmatorul exemplu datorat lui S.N. Bernstein : Se considera un tetraedru
omogen cu fetele colorate in alb, negru, rosu si a patra in cele trei culori.
Efectuam experimentul aruncarii acestui corp o singura data . Sa notam cu
A; evenimetul ca tetraedrul si se aseze pe fata cu numéarul i,i = 1,4. Eveni-
mentele A; sunt evenimente elementare ale campului asociat experimentului
descris.

Avem P(4;) = 1,i=

!
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Daca notam A = A1 UAy, B= A1 U A3,C = A1 U A4 avem P(A) =
= P(B) = P(C) = 3, deoarece pentru fiecare culoare sunt patru cazuri
posibile si doua cazuri favorabile - fata cu culoarea respectiva si fata cu
toate culorile.

De asemenea, P(ANB) = P(BNC) = P(CNA) = 1, deci evenimentele
A, B, C sunt independente doua céte doua .

Din P(ANBNC) = P(4;) = 1,P(A)P(B)P(C) = % rezultd ci eveni-
mentele A, B, C' nu sunt independente in ansamblul lor.
Definitia 1.11. Fie A si B evenimente cu P(B) # 0. Probabilitatea
lui A conditionata de B, notata P(A/B) sau Pp(A), se defineste prin
P(A/B) = P57

Formula de inmultire a probabilitatilor

Daca Ajp,... A, sunt n evenimente, atunci

P(Alﬂ. . .ﬂAn) = P(Al)P<A2/A1)P(A3/A1 ﬂAg) e P(An/Alﬂ . .ﬂAn_l)

Formula probabilitatii totale
Daca evenimentul sigur €2 se descompune in reuniunea a n evenimente
incompatibile Hy, ... H,, atunci, pentru orice eveniment A € I, avem

P(A) = ZP(A/Hi)P(Hi)
i—1

Formula lui Bayes

P(A/H;)P(H;)

n

> P(A/H;)P(H;)
=1

P(H;/A) =

In particular, pentru orice doud evenimente A, B avem

P(A) = P(A/B)P(B)+ P(A/B°)P(B")

’ P(A/B)P(B)

(A/B)P(B) + P(A/B)P(B°)

P(B/A) =

1.2 Probleme rezolvate
1. Intr-un spatiu de probabilitate (€2, /C, P) se considera evenimentele

A,B,C € K astfel incat P(A) = £,P(B) = 1, P(ANB) = . Sa
se determine P(A€), P(A°U B), P(AU B¢), P(A°U B€), P(A° N B°).

Solutie. P(A°)=1—P(A)=1-— % — %
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RERERE R RS

P(A°NB¢) =P[(AUB)=1-—P(AUB)=1- P(A) — P(B)+
+P(ANB)=1-31+t=1

(A°UB°) = P[(ANB)]=1-P(ANB)=1-3%=2 0

. Se considera spatiul 2 = {a, b,c, d} si evenimentele A = {a, d},B =

= {a, b, c}, C = {b, d} din o- algebra K = P(2). Sa se stabileasca
daca exista probabilitati pe K ce verificd una dintre urmaétoarele serii
de conditii :

a) P(A)=0,5,P(B)=0,9 0,4
b) P(A) = 0,6, P(B) =0,8 (C) =0,7
¢) P(A) = P(B) = P(C)

Solutie. a) Din relatia P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) rezulta
1=0,54+0,9—-P({a}) = P({a})=0,4

Analog, folosind evenimentele B i C, gisim P({b}) = 0,3, P({c}) =
=0,2,P({d})=0,1

b) Dacd proceddm ca la a) gisim P({a}) = 0,4, P({b}) = 0,5 si
P({c}) = —0, 1 ceea ce nu se poate pentru ca orice probabilitate este
pozitiva .

¢) Notam cu z valoarea comuna a celor 3 probabilitati si procedand ca
mai sus rezultd P({a}) = P({b}) = 2z—1, P({c}) = 2-3z, P({d}) =
=1—u=x.

Punand conditia ca probabilitatile sa fie subunitare si pozitive rezulta
pSes3 O

. Este mai probabil sa obtinem cel putin un numar 6 in 4 aruncari cu

zarul sau sa obtinem cel putin o dubla sase in 24 de aruncari cu 2
zaruri?

Solutie. Probabilitatea de a nu obtine fata cu numarul 6 intr-o arun-
care cu zarul este %.

Probabilitatea de 2 obtine cel putin un numar 6 in 4 aruncari cu zarul
este P =1— (3)" ~0,51
Probabilitatea de a nu obtine dubla sase in 24 de aruncari cu 2 zaruri

este (%) 24



12

CAPITOLUL 1. SPATII DE PROBABILITATE

Probabilitatea de a obtine cel putin o dubla sase in 24 de aruncari cu
2 zaruri este Py =1 — (%)24 ~ (0,49

Asadar este mai probabil sa obtinem cel putin un numér 6 in 4 aruncari
cu zarul decat sa obtinem cel putin o dubla sase in 24 de aruncari cu
2 zaruri. ]

. Care e probabilitatea ca suma a 3 numere din intervalul [0, a] alese la

intdmplare sa fie mai mare decat a?

Solutie. Spatiul de probabilitate este Q = [0,a]®. Evenimentul cerut
este format din punctele multimii E = {(m, y,2) €EQJr+y+2z> a}

Alegem un sistem ortogonal de axe gi () se reprezinta printr-un cub

de latura a situat in primul octant, iar E este una din regiunile lui €2

separate de planul z+y+ 2z = a (complementara tetraedrului OABC)).
3

. ad—4 5
Atunci P(F) = & =2 O

a3 6

. Pe un plan orizontal se considerd un sistem de axe zOy si multimea

FE a punctelor cu coordonate intregi. O moneda cu diametrul % e
aruncata la intamplare pe acest plan. Care e probabilitatea ca moneda
sa acopere un punct din E?

Solutie. Fie C(z0,y0) cel mai apropiat punct din E de centrul M al
monedei, deci coordonatele lui M sunt de forma (z¢ + z,y0 + y),
—I<zy<s3

Spatiul de selectie este Q = {(z,y) e R*/ — 3 <z,y < 3}

Multimea evenimentelor elementare favorabile este
A={(z,y) €Y (z —x0)* + (y —v0)* < 5}

Deci = 2568 = .

. O urna contine 12 bile numerotate de la 1 la 12. Sa se determine

probabilitatea ca bilele numerotate cu 5,7,11 sa iasa la extragerile de
rangul 5,7,11.

Solutie. Cazuri posibile: 12!

Cazuri favorabile 9!, deoarece daca fixam de fiecare data bilele cu nu-
merele 5,7,11 raman 9 libere.

Probabilitatea este P = 19—2!! O

. O urna contine 50 bile dintre care 10 sunt negre, iar restul albe. Se

scot la Intamplare 5 bile. Care e probabilitatea ca intre cele 5 bile sa
fie bile negre?
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Solutie. Fie evenimentele A = toate cele 5 bile sunt albe, B = intre
cele 5 bile cel putin una este neagra ; A si B sunt complementare
c? Cc?
P(A):C—‘Sé,((;:>P(B):1—P(A): —0—3?20,68944 O
8. Coeficientii intregi ai ecuatiei axz? + bz + ¢ = 0 sunt obtinuti prin arun-
carea unui zar de 3 ori. Sa se determine probabilitatea ca radacinile
ei : a) sa fie reale; b) sa nu fie reale.

Solutie. a) Conditia ca radacinile sa fie reale este A > 0 = b —4ac >
20:>b224ac:>§2ac

Numaérul cazurilor posibile este 62 = 216

Calculand ac pentru diversele valori ale lui a si ¢ cu b = 2,3,4,5,6
gasim numarul cazurilor favorabile este 43.(pentru b = 2 avem 1 caz
favorabil, pentru b = 3 avem 3 cazuri favorabile, pentru b = 4 avem 8
cazuri favorabile, pentru b = 5 avem 14 cazuri favorabile, pentru b = 6
avem 17 cazuri favorabile)

A‘ctl]flcip:24T36
b)pzl—% d

9. Intr-o camera intunecoasa se gasesc 5 perechi de pantofi. Se aleg la
intdmplare 5 pantofi.

a) Care e probabilitatea ca intre cei 5 pantofi alesi sa fie cel putin o

pereche, 1n ipoteza ca cele 5 perechi de pantofi sunt fiecare de acelasi
fel?

b) Care e probabilitatea ca intre cei 5 pantofi alesi sa fie cel putin o
pereche, in ipoteza ca cele 5 perechi de pantofi sunt de marimi (culori)
diferite?

Solutie. a) Fie evenimentele A = cu cei 5 pantofi alesi se poate forma
cel putin o pereche, B = cu cei 5 pantofi alesi nu se poate forma nici

o pereche

A gi B sunt evenimente complementare, deci P(A) =1 — P(B) =

=1- C%—,, deoarece numarul cazurilor posibile este dat de numarul
10

de grupuri de cate 5 pantofi ce se pot forma din totalul de 10 pantofi.
Ca sa nu pot forma o pereche cu cei 5 pantofi alesi trebuie ca ei sa fie
sau toti pentru piciorul drept sau toti pentru piciorul stang si avem 2
posibilitati.

b) Calculam P(B). Numirul cazurilor posibile este C7.

Stim ca nu putem forma nici o pereche daca cei 5 pantofi alegi sunt
toti pentru piciorul drept sau daca 4 sunt pentru piciorul drept insa de
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marimi diferite si unul pentru piciorul stang, insa de cealalta marime,
sau daca 3 sunt pentru piciorul drept de marimi diferite si 2 pentru
piciorul stang, dar de celelalte marimi si diferite intre ele, etc. Deci,
intre cei 5 pantofi poate sa nu apara nici un pantof stang in 055 grupe,
sa nu apara un pantof stang in Cgl grupe, 2 pantofi stangi in C’g grupe
etc.

Numarul cazurilor favorabile este C55+C§+C§’+C’§+C§ +Cg =925 —
= P(B) = Z-

~ Ch
Fie evenimentul C = cu cei 5 pantofi putem forma cel putin o pereche
5
— P(C)=1-P(B)=1- 2 O
10

Un lift urca cu k persoane intr-o cladire cu n etaje. Care e probabili-
tatea ca la un etaj sa coboare cel mult o persoana ?

Solutie. Vom presupune ca toate modurile de grupare a persoanelor
in lift sunt egal probabile. Vom distinge 2 cazuri n < k si n > k.

Daca n < k, probabilitatea ca la un etaj sa coboare cel mult o persoana
este nula , deoarece numarul persoanelor depageste numarul etajelor
si neaparat la un etaj va trebui sa coboare mai mult de o persoana .

Daca n > k, atunci numarul cazurilor posibile este dat de numarul
aplicatiilor multimii {1,2, el k} in multimea {1,27 . ,n} care este
dat de nk.

Numarul cazurilor favorabile este dat de numarul aplicatiilor multimii

{1, 2,..., k} in multimea {1, 2,... ,n} in care fiecdrui element din

{1, 2,00, k:} ii corespunde un singur element din {1, 2,00, n} Acest
k

numar este A¥ si probabilitatea va fi %.

Observatia 1.3. Sa ne reamintim cum calculam numaérul aplicatiilor

de la o multime cu k elemente la o multime cu n elemente.

Fie multimea A cu card (A) = k si multimea B cu card(B) = n.Vrem
s& aratiam ci numarul aplicatiilor f: A — B este n*.

In loc sa numaram functii vom numara cuvinte ordonate astfel :

f: A= B, f — f(z1)f(x2) ... f(x) - un cuvant de lungime k format
cu litere din miltimea B, unde A = {$1,.’IJ2, el wk}, B =

= {y1,y2, - U0}

Reciproc, fiecarui cuvant de lungime k cu litere din multimea B ii
asociem functia yi1yiz - . . yik, f(@1) = yir, f(22) = iz, .- f(2k) = yar

Vom numaira deci cuvintele ordonate de lungime k cu litere din alfa-

nk

2

betul B: (n.n,...,n)
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S& ne reamintim cum calculam numaéarul aplicatiilor injective de la o
multime cu k elemente la o multime cu n elemente, unde k£ < n.

Fiecarei functii injective f: A — B 1i corespunde o submultime ordo-
nata a lui B, care este formata din elementele y; = f(z1),y2 =

= f(z2),...,yx = f(zk) (toate aceste elemente sunt diferite intre ele,
dupa injectivitatea functiei f). Invers, fiecare submultime ordonata ,
avand k elemente, a lui B, defineste o functie injectiva f de la A la B,
prin care f(z;,) = Ym.

Astfel, numarul functiilor injective definite pe o multime A cu k el-
emente cu valori intr-o multime B cu n elemente (k < n), este egal
cu numarul submultimilor ordonate, avand cate k elemente, ale lui B,
adici cu AX.

O]

Un fumator igi cumpara doua cutii de chibrituri si le baga in buzu-
nar. Dupa aceea de fiecare data cand foloseste un chibrit, il scoate la
intamplare dintr-o cutie. Dupéa catva timp scoate o cutie si constata
ca este goald . Care este probabilitatea ca In a doua cutie sa fie in
acel moment k chibrituri, daca la Inceput ambele cutii aveau cate n
chibrituri? Folosind rezultatul problemei, sa se deduca valoarea sumei
CR +2C% | +22C%, o+ ...+2"C".

Solutie. In momentul cand persoana constata ca o cutie este goala ,
in a doua cutie pot fi h chibrituri, A = 0,n. Convenim sa inlocuim
cutia care s-a golit cu una plina si ca vom continua experienta pana ce
am efectuat a (2n + 1)-a extragere, deoarece atunci cel putin una din
cutii va fi goala , initial ele avand 2n chibrituri. La un moment dat
fumatorul a scos pentru prima data al (n + 1)-lea chibrit dintr-o cutie
si deci trebuie sa aflam probabilitatea ca din cea de a doua cutie sa se
fi extras n—k chibrituri. Intrucat fiecare chibrit poate fi extras dintr-o
cutie sau alta si in total fac 2n 41 extrageri succesive, atunci numarul
cazurilor posibile este dat de multimea aplicatiilor lui 1,2,...,2n 4+ 1
in multimea cu dous elemente, deci este 2271

Favorabile sunt cazurile in care din primele 2n — k chibrituri extrase
avem n chibrituri din prima cutie, n — k din a doua cutie si al (2n —
k+1)-lea chibrit este scos tot din prima cutie. Numarul acestor cazuri
este C3 ;.

Cum rolul primei cutii il poate juca oricare din cele doua cutii rezulta
ca avem 2C% _, cazuri. Asociind aceste cazuri cu celelalte 2k posi-
bilitati de extragere, in celelalte k extrageri ce se mai pot face pana la
numaérul de 2n 4+ 1 cand ne oprim, gasim c& numarul cazurilor favora-
bile este dat de 2++1 ok
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. e < 2k+ioy
Deci probabilitatea ceruta este py = 22%’}‘1“

n
Cum k poate lua valorile 0,1,2,...,n si Zpk = 1 rezulta ca
k=0

n
> okticy, =22t O
k=0

Intr-un tramvai cu trei vagoane se urca , la intdmplare, 7 persoane.
Care este probabilitatea ca in primul vagon sa se urce 4 persoane?

Solutie. Pentru a le deosebi vom nota vagoanele prin a, b, c. Punctele
corespunzatoare spatiului de selectie constau in toate sirurile posibile
de 7 litere, unde fiecare litera a girului poate fi a,b i ¢. Un astfel de
sir arata in felul urméator bacaaac si ne spune ca primul pasager s-a
urcat in vagonul b, urmatorul in vagonul a, altul in vagonul ¢, trei in
vagonul a si ultimul in vagonul c. Deci spatiul de selectie contine 37
puncte, care sunt aranjamente cu repetitie, adica aplicatiile multimii
cu 7 elemente in multimea cu 3 elemente. Deoarece alegerile se fac la
intamplare, punctele acestui spatiu sunt egal probabile, fiecare avand
probabilitatea 3%

Sa notam cu E evenimentul ce consta in faptul ca in vagonul a se
urca 4 persoane. Acest eveniment este realizat de C;l - 23 puncte,
deoarece cele 7 persoane, in grupe de cate 4, se pot urca in C? moduri,
iar daca presupunem ca in primul vagon s-au urcat 4 persoane in C?
moduri vom asocia numarul modurilor in care cele 3 persoane ramase
se pot urca in celelalte doua vagoane (acest numar fiind 2%). Asadar,

P(B) = %2 O

(Problema zilei de nastere) Intr-o camera sunt k persoane. Care
este probabilitatea ca cel putin doua dintre aceste persoane sa aiba
aceeagi zi de nastere, adica aceeasi zi si luna a anului.

Solutie. Sa presupunem ca luna februarie are 28 de zile, adica anul are
365 de zile. Pentru fiecare persoana exista 365 posibilitati pentru ziua
de nastere si 365* posibilititi pentru zilele de nastere ale celor k per-
soane din camera . Astfel, spatiul de selectie corespunzator experientei
are 365" puncte, fiecare dintre ele fiind de forma (z1,...,x;), unde
x; reprezinta ziua de nasgtere a persoanei ¢. Vom presupune ca toate
punctele sunt egal probabile, adica vom asocia fiecarui punct al spatiului
de selectie probabilitatea ﬁ.

Deoarece evenimentele A="cel putin doud persoane au aceeasi zi de
nagtere” si B="din cele k persoane nu exista doua care sa aiba aceeasgi
zi de nagtere” sunt complementare, avem P(A) =1 — P(B).
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14.

Pentru ziua de nastere a primei persoane sunt 365 de posibilitati, a celei
de-a doua persoane 364 de posibilitati,. . ., a persoanei k, 365 — (k — 1)
posibilitati. Urmeaza ca numarul de puncte ce favorizeaza evenimentul

B este 365364 - ... (365 — k +1). Deci P(B) = 2230000kl

365-364-...(365—k+1
— P(A)=1-— ABGSkt]), O

Se arunca 3 zaruri. Sa se calculeze probabilitatea ca suma punctelor
obtinute sa fie:

a) mai mica decat 8;
b) mai mare decat 7;

c) egala cu 12.

Solutie. a) Fie A evenimentul ce consta in faptul c& dintr-o aruncare
cu 3 zaruri obtinem suma k,3 < k < 18.

Atunci, folosind pentru probabilitate raportul dintre numarul cazurilor
favorabile si numarul cazurilor posibile avem

3
card{ (e, e2,e3)/e; =1,6,1 < j < 3,Zej =1}
=1
P(Ag) = !

card{(e1,e2,e3)/e; =1,6,1 < j <3}

Dacd notam cu A evenimentul ca intr-o aruncare suma punctelor
obtinute sa fie mai mica decat 8 putem scrie A = AU A4 U ... A7

Evenimentele Ak, 3 < k < 18 fiind incompatibile doua cate doua gasim
7
k=3

Pentru gasirea acestui rezultat rationam in felul urmaéator: consideram
cubul determinat prin intersectia planelor x = 1,2 =6,y =1,y =

= 6,z = 1,z = 6, Intr-un sistem de axe rectangulare tridimensional.
Sectionam acest cub cu plane paralele cu axele gi anume = = 2,3,4,5,
y = 2,3,4,5,= 2,3,4,5. Multimea tuturor punctelor de intersectie
astfel obtinute ne da multimea tripletelor (e1, e, e3),e; =1,6,1 < j <
< 3.

In fiecare plan z = 1,2,3,4,5,6 avem cate 36 puncte, deci in total 6>
puncte.

In planul z = 1 sunt doua triplete (e1,e2,e3),e; =1,6,1 < j <
3
<3, Zej = 4, iar in planul z = 2 un triplet de aceasta forma . Deci
j=1

P(Ay) = 3.
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In planul z = 1 sunt 3 triplete (e, e2,e3),e; =1,6,1 < j <3, Zej =

=5.

In planul z = 2 doua si in planul z = 3 un triplet de aceasta forma .
Prin urmare P(A5) = 663

Asemanator gasim P(Ag) = ég, P(A7) = =3
Asadar, P(A) = g5(14+3+ 6+ 10+ 15) = 33

b) Daca B este evenimentul ca suma punctelor este mai mare decat 7,

18
atunci B = UAj'
7=8
18
Deci P(B) = Y P(A;).
7j=8

Cu rationamentul de mai sus gas1m P(Ag) = 2L, P(Ag) = 23, P(Ayo) =

= QZ,P(AH) ?597,,13(1412) =23 P(A13) = P (A1q) = fy P(A5) =
= 33, P(A16) = @, P(A17) = &, P(A1g) =

Deci P(B) = 63(21+25+27+27++25+21+15+10+6+3+ 1)

La acelasi rezultat puteam aJunge observand ca P(B) + P(A) = 1,
deci P(B)=1—-P(A)=1-=23

c) P(A12) = 3 O

Un scafandru are 2 sisteme de oxigen independente, astfel incat daca
unul se defecteaza scafandrul sa primeasca in continuare oxigen. Pre-
supunem ca probabilitatea ca sistemul I sa functioneze este 0,9, in
timp ce probabilitatea ca sistemul II sa functioneze este 0,8.

a) Gasiti probabilitatea ca nici un sistem sa nu se defecteze;

b) Gasiti probabilitatea ca cel putin un sistem sa functioneze.

Solutie. a) Fie evenimentele S;=sistemul I functioneaza si So=sistemul
II functioneaza .

Avem P(S1) = 0,9, P(S) = 0,8
P(Sl QSQ) = P(Sl)P(SQ) =0,9-0,8=0,72

b) P(SlLJSQ) :P(Sl>+P(SQ> —P(SlﬁSQ) =0,9+0,8—-0,72 =
=0,98 O]

Tragatorul A nimereste tinta de 8 ori din 11 trageri, iar B de 9 ori din
10 trageri. Daca trag simultan in aceeasi tinta , care e probabilitatea
ca tinta sa fie atinsa .
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18.

Solutie. Fie evenimentele A1 = A sa nimereasca tinta, As = B sa
nimereasca tinta.

Probabilitatea cautata este p = P(A; U Ay) = P(A1) + P(Aa)—

8 9 8 .9
Sase vanatori au zarit o vulpe si au tras simultan. Presupunem ca de la
distanta respectiva , fiecare vanator nimereste in mod obignuit vulpea
$i o ucide cu probabilitatea % Sa se afle probabilitatea ca vulpea sa
fie ucisa .

Solutie. Notam cu Aj,...Ag evenimentele ce constau in faptul ca
primul vanator, al doilea,. .., al saselea vanator a nimerit si ucis vul-
pea, V = vulpea e ucisa . Avem P(A;) = 3,i=1,6 = P(A{) =

2 . _ TR
=21=1,6.

37 )

6 6
Cum V = | J4; = V= (4§
i=1 i=1

PV)=1-PV) =1- (%)6 = %, deoarece A¢,i = 1,6 sunt
independente O

O societate compusa din n perechi sot si sotie danseaza gi se presupune
ca formarea perechilor la dans este egal probabila . Care este prob-
abilitatea ca la un moment dat fiecare barbat sa nu danseze cu sotia
sa? Sa se calculeze limita acestei probabilitati cand n — oo?

Solutie. Numerotam perechile sot, - sotie de la 1 la n.

Fie A = evenimentul ca s-a format perechea numarul & sot - sotie,
unde k=1,n

Atunci P(4;, N...NA4;,) = ("_k)!, deoarece s-au format k perechi sot

n!
- sotie, atunci celelalte n — k perechi barbat- femeie pot forma (n — k)!

perechi de dans

Fie evenimentele A = la un moment dat fiecare barbat sa nu danseze
cu sotia sa, B = la un moment dat cel putin un barbat danseaza cu
sotia sa

A si B sunt evenimente complementare = P(A) =1 — P(B)

Cum B = UAi si Aq,... A, sunt evenimente compatibile =—
i=1
= P(B)=P(|JA) =) P(4)— > PAN4)+
i=1 i=1 1<i<j<n

+ Y. PANA;NA) + ...+ (-1)"P([)A)

1<i<j<k<n i=1
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(n—k)!

n!

Z P(AzlﬂﬂAzk):Cﬁ

1<i1<i2<...<1x <N

A§adar, P(B) = C%w — Cg% + ...+ (_1 nfli —
Th
- 11
. . k _
Jm P(A) =3 (1= 0
k=0

Sa presupunem ca avem un grup de indivizi de varste z1,...z,. Se
cer sa se determine:

a) probabilitatea ca dupa trecerea unui an, cel putin unul din cei n
indivizi sa fie in viata ;

b) probabilitatea ca dupa trecerea unui an, cel putin r persoane sa fie
in viata .

Solutie. a) Fie Ejp= persoana de varsta xj e in viata dupa trecerea
unui an, k = 1,n si pp = P(Eg), k= 1,n.

E. sunt evenimente compatibile si independente

Py= probabilitatea ca dupa trecerea unui an cel putin unul din cei n
indivizi sa fie in viata

n n n
P =P(JE) =) P(E)- Y  PENE)+. . +(-1)"P([\E) =
i=1 i=1 1<i<j<n i=1
n
= Zpi — Z Dipj + ...+ (—=1)"p1...pn
i=1 1<i<j<n
n
Notam Tl :ZpiaTQZ Z plp]77
i=1 1<i<j<n
T, = > Piy Piy - - - Di,

1<i1 <i2<...<in<n

b) P, =T,—C} g+ . +(=1)"CE Trpst.. . +(=1)""CR7"T, O
Un aparat se compune din 3 elemente a caror fiabilitate ( durata de
functionare fara defectiune tot timpul intr-un interval de timp dat)
este egala cu 0,9; 0,85; 0,75. Primul element este indispensabil pentru
functionarea aparatului, defectarea unuia din celelalte doua elemente
face ca aparatul sa functioneze cu un randament inferior, iar defectarea
simultana a elementelor doi si trei face imposibila functionarea aparat-
ului. Elementele se defecteaza independent unul de altul. Se cere
probabilitatea ca aparatul sa functioneze tot timpul intr-un interval e
timp dat.
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Solutie. Fie evenimentele A;= elementul i (i = 1,3) functioneaza fard
defectiune si A=aparatul functioneaza chiar cu un randament inferior

Avem A = (AlﬁAQﬁAg)U(A1ﬁA;ﬂAg)U(AlﬂAzﬂAg)

P(A) :P(AlﬁAgﬂAg)—I—P(AlﬂAgﬂAg)—i-P(AlﬂAgﬁAg)
= P(A1)P(A)P(As) + P(A1)P(AS)P(A3) + P(A1)P(A2)P(AS)
=0,9-0,85-0,79+0,9-0,15-0,75+0,9-0,85-0,25 = 0, 866 ]

Se dau P(A/B) = &
P(A).

-, P(A/B¢) = &, P(B/A) = £. Si se determine

Solutie. Din definitia probabilitatilor conditionate avem P(B/A) =
A

= BP0, P(A/B) = ZH52) deci P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B) si

analog P(A)P(B¢/A) = P(B°)P(A/B°)

P(B P(B°)P(A/B°)
Asadar, P(A) = ( )( (/ ; ) — (P()Bc(/A/)
Avem P(B¢)=1- P(B) si P(B/A)+ P(B°/A) =1= P(B°/A) =

—1-P(BJA) =1- 8 = L Atunci P(4) = 285 _ Ip(p) g
10
a-PBYL _ s

4

10
10— 3(1 - P(B)) = IP(B) = 3(1 - P(B)) =
— P(B)= % — P(4) =2 .

Se dau probabilitatile P(A/D), P(B/AND),P(C/ANBND). Se cere
sa se determine in functie de ele P(AN BN C/D).

Solutie. Avem P(ANBNC/D) = W dar P(ANBNCND) =
=P(DNANBNC)=P(D)P(A/D)P(B/AND)P (C/AmBm D),
deoarece P(D)P(A/D)P(B/AND)P(C/ANBND) = P(D)-2400).

P(D)
P(ANBND) P(ANBNCND
' ;(gmg))' }(ngmg)) =P(ANBNCND,)

Deci P(ANBNC/D) = P(D)P(A/D)P(B/AND)P(C/ANBND) [

Tabelul urmator arata nivelele presiunii sangelui i obiceiurile unui
grup de 300 de barbati de varsta medie:

Presiunea normala

a séngelui 81 | 84 | 27
Presiune mare

a sangelui 21 51 36

Total 102 135 63

Nefumator ‘ Fumator moderat ‘ Fumator ” inrait”

Presupunem ca cineva este selectat la intamplare din acest grup. Gasiti
probabilitatea ca persoana selectata :

a) sa fie un fumator ” inrait”;
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b) are presiunea mare a sangelui;

c) are presiune mare i e un fumator ” inrait”;

d) are presiune mare a sangelui dat fiind faptul ca este un fumator
” inrait”;

e) sa fie un fumator "inrait” dat fiind faptul ca el are presiune mare a
sangelui.

Solutie. Fie H= evenimentul ci persoana selectata este un fumator

” inrait” i B= evenimentul ca persoana selectata are presiunea mare

a sangelui.

a) P(H) = 4% = 0,21

b) P(B) = 555 = 0,36

¢) P(BNH) = 455 = 0,12

d) P(B/H) = Dumirul fumétorilor

” inraiti” ce au presiunea mare a sangelui __

numarul total al fumatorilor ” inraiti”
=30 =0,57
¢) P(H/B) = *Urt) = 4557 = 0,33 0

Un studiu asupra atitudinii despre slujba unei persoane este dat in
urmatorul tabel:

fericit | nefericit | Total

Soferi de autobuz 50 75 125
Avocati 40 35 75
Total 90 110 200

O persoana din acest grup este selectata la intamplare. Dat fiind ca
persoana selectata este sofer de autobuz, gasiti probabilitatea ca el sa
fie fericit.

Solutie. Fie H=persoana fericita este selectata si B=un sofer de au-
tobuz este selectat.

_ P(HNB) _ 355 _ 025 _
P(H/B) = "I = 1 = 9 = 0.4 O

Doua carti sunt selectate dintr-un pachet de 52 de carti. Care e prob-
abilitatea ca prima sa fie 4 i a doua sa fie Jocker daca :

a) prima carte nu este intoarsa in pachetul de carti inainte ca a doua
sa fie selectata ;

b) prima carte este intoarsa in pachetul de carti inainte ca a doua sa
fie selectata .
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Solutie. Fie F=prima carte este 4 i J=a doua carte este Jocker
Avem P(F) = %.

a) P(J/F) = & = P(FnJ)
b) P(J/F) = & = P(FNJ)

P(F)P(J/F) =
P(F)P(J/F) =

—

4 _
- A =0,006
4

A =0,0059 O

Bl &l

La un colegiu, 260 de studenti pasionati de matematica participa la 3
cursuri optionale: geometrie(G), analiza (An) si algebra (Al). Se stie
ca 52 de studenti participa la toate cele 3 cursuri si ca 100 participa
la Al, 200 la An, 165 la G, 57 la Al si An, 125 la An si G, 82 la Al si
G. Un student este ales la intdmplare si este intrebat daca participa
la cursul de geometrie.

a) Care este probabilitatea ca raspunsul sa fie "da”?

b) Care este probabilitatea ca studentul intrebat sa participe la cursul
de geometrie, dar nu si la cel de analiza ?

¢) Studentul intrebat sustine ca participa la cursul de analiza . Care
este probabilitatea ca el sa nu participe nici la cursul de geometrie,
nici la cel de algebra 7

Solutie. a) P(G) = 355 = 0,635

b) P(GNAn®) = 5 = 0,154
c c Al°NGNAn
c) P(Al ﬂG/An):%:;TOO

(Problema se poate rezolva grafic, considerand multimile G, An, Al)
O

Doud persoane distrate A si B, relativ la umbrelele lor au urméatorul
comportament: A igi ia umbrela cu el ori de cate ori iese, in timp
ce B isi uita umbrela acasa cu probabilitatea %
uita umbrela cand viziteaza un prieten cu probabilitatea %. Dupa ce
viziteaza 3 prieteni, ei se intorc acasa . Sa se calculeze probabilitatea

ca:

Fiecare din ei isi

a) ambii sa aibd umbrela;
b) numai unul dintre ei are umbrela ;

¢) B sa -si fi uitat umbrela, conditionat de faptul c& , dupa intoarcerea
acasa exista numai o singura umbrela .

Solutie. a) Fie A; = A uita umbrela la prietenul ¢, B; = B uita um-
brela la prietenul i, = 1,3, By = B uitd umbrela acasi

P(ambii au umbrela ) = P(A{ N AS N A§)[P(Bo)+
C C C C 3 3
+P(Bsn BN BsN B9 = (3)* [+ 3 ()]
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b) P( numai unul are umbrela ) = P(A{ N A§ N A§)[P(B§N By)+
+P(B§N B{N By) + P(B§N B{NBSN B3)] + [P(A1) + P(Af N Az)+
+P(A§ N A5 N A3)|[P(Bo) + P(B§ N Bf N BSN Bz) =
Lyl (3)2. ;}
1) "1
¢) P(Ba pierdut umbrela / exista o singura umbrela ) =

__ P(Ba pierdut umbrela si existd o singurd umbreld ) 999 . 8192 _ 999 ]
- P(existd o singurd umbreld ) T 8192 4366 — 4366

N[
[N
o
wl
o
a
_|_
[N

Intr-o urna se gasesc 5 bile albe si 4 negre. Se efectueaza 3 extrageri
succesive, fara a mai pune bila scoasa Inapoi.

a) Care e probabilitatea ca cele 3 extrageri sa se realizeze In ordinea
alba , alba , neagra ?

b) Dar in cazul cand este indiferenta ordinea extragerii celor 2 bile
albe gi a uneia negre?

Solutie. a) Fie evenimentele E; = prima data se extrage o bila alba
FEs = a doua bila extrasa este alba , F3 = a treia bila extrasa este
neagra

Avem P(El) = %,P(EQ/El) = %,P(Eg/El ﬂEQ) = %

Probabilitatea ceruta este P(FEq N E2 N E3).

Cf. formulei de inmultire a probabilitatilor avem P(E; N E2 N E3) =
= P(E1)P(Ey/Ey)P(E3/E1NEy)=35-%-2=0,16

b) Fie evenimentele A = scoaterea unei bile albe, N = scoaterea unei
bile negre.

In cazul In care e indiferentd ordinea trebuie luate In considerare
urmatoarele evenimente :

_ _ 5.4 4 _10
X=ANANB=PX)=§ -5 ==
Y:AﬂBﬂAﬁP(Y):g.é.,:m

_ _ 4.5 4 _10
Z=NNANA= P(Z)=5 -5 ==
Se cere P(X UY U Z). Evenimentele X, Y, Z sunt incompatibile —
— P(XUYUZ)=P(X)+PY)+P(Z) =23 =3 ~0,476
Altfel, putem folosi schema hipergeometrica a bilei fara revenire :

_C3Ci _ 10
=% p 0

Intr-un lot 20 de televizoare sunt bune si 6 defecte. Patru cumparatori
extrag succesiv cate un televizor.

a) Care este probabilitatea ca cele 4 televizoare sa fie bune?

b) Care este probabilitatea ca primele 2 sa fie bune si ultimele 2 sa fie
defecte?
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30.

31.

Solutie. a) Fie A; evenimentul ”televizorul numarul ¢ este bun”,
i=1,4.
Avem de calculat probabilitatea

P(A1)P(Ag/A1)P(A3/A1 N Ag)P(Ay/A N Ay N Ag) = 201918 1T

b) Fie B; evenimentul "televizorul numarul i este bun”,i = 1,2 si B;
evenimentul ”televizorul numarul ¢ este defect”,i = 3,4

Avem de calculat probabilitatea
P(B1)P(Ba/B1)P(Bs/BiNB3)P(By/BiNByNBs) = 2.3 5.2 [0

La o masa se agaza la Intamplare 2n persoane, n barbati si n fe-
mei. Care este probabilitatea ca sa nu existe 2 persoane de acelasi
sex agezate alaturi?

Soluie. Metoda I: Daca numerotam locurile la masa de la 1 la 2n, se
observa ca locurile pe care trebuie sa stea femeile (respectiv barbatii)
pot fi atribuite in 2 moduri, dupa cum pe locul 1 std o femeie sau un
barbat. Prin urmare, daca evenimentul a carui probabilitate se cere
este notat A, atunci A = A; U Ag, unde A; = AN (pe locul 1 sta o
femeie), A2 = AN (pe locul 1 std un barbat). Evident P(A;) = P(As).

Numerotam atat femeile cat si barbatii de la 1 la n si consideram
F; = femeia j std pe un loc impar, B; = barbatul j sta pe un loc par,

7 =1n.
Avem Al = ﬂ(F] N BJ)
j=1
Aplicand formula de inmultire a probabilitatilor rezulta P(A;) = 5 -
n n—1 n-1 1 n!)? . n!)?
i e R e SRR %, deci P(A) :2%

Metoda II : Pentru a calcula P(A;) folosim formula

numarul cazurilor favorabile
numarul cazurilor posibile

Se va face distinctie atat intre 2 barbati cat i intre 2 femei. Spatiul
de selectie este format din orice succesiune a barbatilor si femeilor in
numar total de n!. Femeile pot fi plasate pe cele n locuri impare in n!
moduri, la fel ca si barbatii pe cele n locuri pare, in total (n!)? etc. [

Sa se arate ca pentru VA, B evenimente cu P(A) > 0 avem P(B) =
= P(B/A)P(A) + P(B/A°)P(A°).

Solutie. Din definitia probabilitatilor conditionate avem P(AN B) =
= P(A)P(B/A).Analog P(A°N B) = P(A°)P(B/A°)

Dar (ANB)U(A°NB)=Bsi (ANB)N(A°N B) =0, deci
P(ANnB)+ P((A°N B) = P(B)

Prin inlocuire obtinem exact egalitatea din enunt; . O
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Printre n bilete de examen, m sunt preferate de studenti, unde

0 <m < n,n > 2. Studentii vin pe rand sa traga cate un bilet.
Dintre primii 2 studenti care are sansa cea mai mare de a trage un
bilet preferat?

Solutie. Fie evenimentele A = primul student trage un bilet preferat,
B = al doilea student trage un bilet preferat.

Avem P(A) =2

n

Cf. ex. precedent avem P(B) = P(A)(B/A) + P(A°)P(B/A¢) =

= () =

33

Asadar, P(A) = P(B), deci nu conteaza ordinea tragerii biletelor. [

Intr-un lot de 200 de piese 10 sunt defecte, iar in alt lot de 150 de piese
7 sunt defecte. Se iau la intamplare 20 de piese din unul din aceste
loturi. Care este probabilitatea ca intre piesele alese sa fie 18 bune si
2 defecte?

Solutie. Fie A=piesele sunt luate din primul lot, B=din cele 20 de
piese alese, 18 sunt bune si 2 defecte.

18 2
— C‘1 423007
Cl 50

Avemn P(A/B) = S15Ch p(p/Ac
vem P(4/B) = “4Ch p(B/a°)

P(B) = P(A)P(B/A) + P(A°)P(BJA?) = L. ClinCh | 1 ClBCE

20 20
2 C’200 C’150

De pe un submarin se lanseaza asupra unui distrugator 4 torpile. Prob-
abilitatea ca o torpila sa loveasca distrugatorul este 0,3. Pentru scu-
fundarea distrugatorului sunt suficiente 2 torpile, iar daca o singura
torpila loveste distrugatorul el se scufunda cu probabilitatea 0,6. Sa
se gaseasca probabilitatea ca distrugatorul sa se scufunde.

Solutie. Fie evenimentele A = scufundarea distrugatorului, Ay = nici
o torpila nu loveste distrugatorul, A; = distrugatorul e lovit de i tor-
pile, 1 <17 < 4.

Avem P(A¢) = P(Ag)P(A°/Ay) + P(A1)P(A°/Ay)

Deoarece lansarea unei torpile nu influenteaza cu nimic lansarea celor-
lalte torpile avem :

P(Ag) = (0,7)* ~0,24,P(A;1) = C}0,3(0,7)% ~ 0,412,P(A°/Aq) =
=1,P(A°/A;)=1-0,6=0,4

Deci P(A¢) = 0,24 +0,412-0,4 ~ 0,405 = P(A) = 1 — P(A°) ~

~ 0,595 O
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35.

36.

37.

O urna contine 3 bile albe gi 5 bile negre. Din aceastad urna se extrag
2 bile (fara intoarcere) una dupa alta. Sa se scrie spatiul de selectie si
probabilitatile asociate evenimentelor.

Solutie. Fie evenimentele A = extragerea unei bile albe, B = ex-
tragerea unei bile negre

Spatiul de selectie este {(A, A), (A, N),(N,A), (N, N)}

Deoarece bilele sunt extrase la intamplare, toate bilele din urna , la
orice extragere, au aceeasi probabilitate de extragere.

P(A, A) = P( prima bila si fie alba ) x P( a doua bild e alba / prima
bila sa fie albé):%.z 3

7 28
P(AN)=3.2=1

P(N,A)= £ P(N,N)= 2 O

Se considera o populatie format# din 48°/q barbati si 52 /o femei.
Probabilitatea ca un barbat sa fie daltonist este 0,05, iar ca o femeie
sa sufere de aceasta afectiune este 0,0025. Care este proportia de
daltonigti la nivelul intregii populatii?

Solutie. Se alege la intAmplare o persoana si se considerd urmatoarele
evenimente B =persoana aleasa este barbat, F' =persoana aleasa este
femeie, D =persoana aleasa sufera de daltonism.

Din ipoteza avem P(B) = 0,48, P(F) = 0,52, P(D/B) = 0,05,
P(D/F) =0,0025

Cf. formulei probabilitatilor totale rezulta :
P(D)=P(B)P(D/B)+P(F)P(D/F) = 0,0253. Deci procentul cerut
este de 2,53 9/. O

Se dau 6 urne:

(S1) : 2 urne contin cate 2 bile albe si 4 negre;
(S2) : 3 urne contin cate 2 bile albe si 8 negre;
(S3) : o urna contine 6 bile albe gi 2 negre.

Se extrage la intamplare o bila dintr-una din urne gi se cere sa se
calculeze probabilitatea ca bila extrasa sa fie alba . Sa se determine
probabilitatea ca bila alba sa provina din urna ce contine 6 bile albe
si 2 negre.

Solutie. Fie evenimentele X = extragerea unei bile albe, A7 = ex-
tragerea unei bile din urnele de tip (S1), A2 = extragerea unei bile din
urnele de tip (S2), As = extragerea unei bile din urnele de tip (S3).
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39.
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Avem P(A;) = %, P(Ay) = %, P(As) = %, deoarece se alege la intamplare
una din cele 6 urne, 2 urne fiind favorabile evenimentului Ay, 3 eveni-
mentului Ao, 1 evenimentului As.

P(X/A1) = 3, P(X/A2) = {5, P(X/A3) = §

Of formulei probabilitatilor totale avem PX)=2-2+42.2+1.5=
= %'

Cf. formulei lui Bayes avem P(A3/X) = %}g){/’%) = O

O uzina produce becuri cu ajutorul a 3 utilaje A, B, C astfel:
A asigura 5 L din productie sl 55 d1n becuri sunt defecte;
B asigura 10 din productie si 5z din becuri sunt defecte;

C asigura 5 din productie si din becuri sunt defecte.

m
a) Se alege un bec la intamplare. Sa se calculeze probabilitatea ca
becul sa fie defect si produs de A.

b) Se alege la intamplare un bec si se constata ca e defect. Sa se
determine probabilitatea ca becul sa fi fost produs de A.

Solutie. Fie evenimentele A, B, C'= becul provine din utilajul A, re-
spectiv B, respectiv C. D = becul extras este defect

Avem P(A) =1 P(B) =3 P(C)=1%,P(D/A) = 35, P(D/B) =
— L. P(D/C) =
a) P(DNA)=P(A)P(D/A) = ¢ - 3 = 15-
b) Cf. formulei lui Bayes = P(A/D) = POAPA) _ % )
unde P(D) = P(A)P(D/A) + P(B)P(D/B) + P(C)P(D/C) = 1is+
o0 + 5e5 = 1o O

Urna A contine 6 bile albe gi 5 negre, iar B contine 4 bile albe si 8
negre. Din B sunt transferate, la intamplare, in A 2 bile, iar apoi este
extrasa o bila din A.

a) Care e probabilitatea ca aceasta bila sa fie alba 7

b) Daca bila extrasa este alba , care e probabilitatea (conditionatd )
ca cel putin o bila alba sa fi fost transferata ?

Solutie. a) Fie A = din A s-a extras o bila alba , B; = din B au fost
extrase 2 bile albe, Bs = din B au fost extrase o bila alba gi una neagra
Bs = din B au fost extrase 2 bile negre.

c2 clol Cc2
Avem P(Bp) = C2 = % P(By) = 524 = §§,P(33) = Cng = %'

P(A/By) = %, P(A/By) = {5, P(A/B3) =
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3
Cf. formulei probabilitétii totale avem P(A) = Y P(B;)P(A/B;) =
_ 20 =1
39
b) Cf. formulei lui Bayes = p = P(B;1/A)+P(By/A) = %—F
P(B2)P(A/B
+ EBPA/BS) _ 34 -

40. Se considera doua loturi de produse dintre care un lot are toate piesele
corespunzatoare, iar al doilea are % din piese rebuturi. Se alege la
intamplare un lot si se extrage din el o piesa constatandu-se ca este
buna . Se reintroduce piesa in lot si se extrage din acelasi lot o piesa
Care este probabilitatea ca piesa extrasa sa fie un rebut?

Solutie. Fie evenimentul A= a doua piesa extrasa este rebut, iar Ay, Ao
evenimentele de a extrage aceasta piesa din primul, respectiv al doilea
lot.

Din formula probabilitatii totale avem

P(A) = P(A1)P(A/A1) + P(A2)P(A/As).
Se stie P(A/A;) = 0, P(A/As) = 1

Notam cu By, Bs evenimentele ca prima extragere sa se faca din primul,
respectiv al doilea lot, iar B= piesa extrasa este buna . Atunci P(B;) =

= P(By) = 3,P(B/By) = §,P(B/B1) = 1 P(Az) = P(B:/B) = 3
(cf. formulei lui Bayes). De(:1 P(A) 3.1=2. O
41. O particula se divide 1n 0,1 sau 2 particule cu probabilitatile %, %, %;

ea dispare dupa multiplicare. Presupunem ca initial a fost o singura
particula i notam cu X; numarul de particule la generatia i. Sa se
calculeze

a)P(Xz > 0);
b) P(X; = 2/Xs = 1)

Solutie. a) Cf. formulei probabilitatii totale avem

P(X2 =0) = P(X1 = 0)P(X2 =0/X1 = 0) + P(X; = 1)-

P(Xy = 0/X1 =1)+P(Xo=2)P(Xo=0/X1=2)=11+1.14
L

1 25 _ 39
+1 16 — :>P(X2>0)— — 1= 64

1.1
b) Cf. formulei lui Bayes = P(X; =2/Xs=1) = 4+ =

42. Un student merge la facultate folosind unul din traseele A, B, C. Alegerea
traseului este independenta de vreme. Daca ploua , probabilitatile ca
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el sa Intarzie, urmand traseele A, B,C, sunt 0,06; 0,15; 0,12. Pen-
tru o zi fara ploaie probabilitatile respective sunt 0,05; 0,1; 0,15. Se
presupune ca , in medie, Intr-o zi din patru ploua . Sa se determine :
a) probabilitatea ca el sa fi ales traaseul C, stiind ca a intarziat si ziua
este fara ploaie;

b) probabilitatea ca ziua sa fie ploioasa , stiind ca a intarziat.

Solutie. Fie A, B, C evenimentele ce reprezinta traseele alese.
Fie L = studentul intarzie, S = ziua este fara ploaie
Din ipoteza avem P(A/S) = P(B/S)=P(C/S)=3,P(L/ANS) =
=0,05,P(L/BNS)=0,1,P(L/CNS) =0, 15,P(L/A NnSse) =
=0,06,P(L/BNS°) =0,15,P(L/CNS°) =0,12.

P(CNSNL P(S)P(CNL/S
a) P(C/SNL) = gv(sm)) = (()S);(L/S/‘)) =

P(C/S)P(L/COS) _ 05
(A/S)P(L/AOS)+P(B/S)P(L/BOS)+P(C/S) (L/CAS) )

b) Avem P(S) = 3, P(S¢) = 1, P(L/S) = P(A/S)P(L/AN S)+
+P(B/S)P(L/BNS) + P(C/S)P(L/CNS) =0,1.

P(L/8%) = P(A/S)P(L/ANS) + P(B/S)P(L/BN §°)+
+P(C/S)P(L/C N S°) = AL

e P(5°)P(L/5°
Deci P(5°/L) = P(S)P(L(/S))H‘(’(éc)f)’(L/SC) = T -

Un procent de 10 °/q dintr-o populatie sufera de o maladie grava . O
persoana suspectata de a fi bolnava este supusa la 2 teste conditional
independente de starea persoanei. Fiecare dintre ele indicd un di-
agnostic corect in 90 °/q din cazuri. Si se determine probabilitatea
(conditionata ) ca o persoana sa fie bolnava daca :

a) ambele teste sunt pozitive;

b) un singur test este pozitiv.

Solutie. a) Fie A = persoana suspectata e bolnava , B; = rezultatul la
testul i e pozitiv, i = 1,2, B = B; N By, C' = un singur test e pozitiv.
Avem P(A) =0,1,P(B;/A) = P(Bf/A°) = 0,9, P(B;/A¢) =

= P(B{/A)=0,1,P(B/A) = P(B1/A)P(By/A) = 0,81, P(B/A°) =
= P(B;/A°)P(By/A°) = 0,01.

Cf. formulei lui Bayes = P(A/B) = P(A)I(Dé?/A) 5T 008}4(-]0851) o1 =
=0,9.

b) € = (B1 N B5) U (Bf N By) = P(C/A) = P(B1/A)P(B5/A)+
Y P(BS/A)P(Ba/A) =0,9-0,1+0,1-0,9 = 0,18
Analog P(C/A°) =0, 18.

. P(A)P(C/A
Atunci P(4/C) = P(A)P(C/(A))-&-](D(//\C))P(C/AC) =0,1. -
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Un student trimite unui prieten o scrisoare. Existd o sansa de 10°/g
ca scrisoarea sa fie pierduta in drum spre oficiul pogtal. Stiind ca
scrisoarea ajunge la oficiul postal, probabilitatea ca va fi distrusa de
magina de gtampilat este 0,2. De asemenea, cunoscand ca a trecut de
magina de stampilat exista o probabilitate de 10"/g ca postasul s& o
duca la o adresa gresita . Daca prietenul nu primeste scrisoarea, care
este probabilitatea ca masina de stampilat sa o fi distrus?

Solutie. Fie A=scrisoarea e pierduta in drum spre oficiul postal,
B=scrisoarea e distrusa de stampila , C'=scrisoarea ajunge la o adresa
gresita , D=prietenul nu primeste scrisoarea.

Avem P(A) = 0,1, P(A°) = 0,9, P(B/A®) = 0,2, P(B°/A°) = 0,8,
P(C/B¢) =0,1,P(D/B) = 0,9.

: 0,2:0,9 _
Atunci P(B/D) = 317090210 90801 = 05011 O

O urna contine 10 bile albe gi negre intr-o proportie necunoscuta . Se
extrag 4 bile, punand de fiecare data bila extrasa inapoi in urna ; toate
cele 4 bile extrase au fost albe. Care este probabilitatea ca urna si nu
contina decat bile albe?

Solutie. Inainte de extragerea vreunei bile orice compozitie a urnei
este la fel de posibila .

Daca notam A;,7 = 1,10 evenimentele ca urna sa contina ¢ bile albe
i 10 — 4 bile negre (inainte de orice extragere), atunci P(A;) =... =
= P(A1) = 15.

Fie X= evenimentul ca facand 4 extrageri , punand de fiecare data
bila Inapoi in urna sa obtinem 4 bile albe.

Cu aceste notatii probabilitatea cautata este P(Ajo/X).

Avem P(X/Ao) = 0, P(X/Ay) = (&), k = T1,9, P(X/A10) = 1.

Cf. formulei lui Bayes avem P(A;o/X) = IOP(AN)P(X/AN) =
ZP(Ai)P(X/Ai)
=1

= 1 14 1 — 74 4104 4 D
(%) wor (B T

O informatie telegrafica consta din semnale ”liniute” i ”puncte”. In
medie se deformeaza % din semnalele cu ”"puncte” si % din cele cu

”liniute”. Este cunoscut ca semnalele cu ”puncte” si ”liniute” se
intalnesc in raportul % Sa se determine probabilitatea ca:

a) primind un semnal consacrat, acesta sa fie ”punct”;

b) probabilitatea ca el sa fie liniuta .
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Solutie. Fie evenimentele A = primirea unui semnal "punct”, B =
primirea unui semnal ”liniuta ”, H; = este transmis semnalul ” punct”,
Hs = este transmis semnalul ”liniuta ”

Stim ca pig) = 5 si P(Hy) + P(Hy) = 1 = P(Hy) = §, P(H,) =

=3
Din ipotezd avem c& P(A/Hs) = %, P(B/Hy) = 2. Atunci P(A/H;) =
=1~ P(B/H1) =}, P(B/Hz) =1~ P(A/H2) =3

Cf. formulei probabilitétii totale avem P(A) = P(H,)P(A/Hy)+

w

+P(Hy)P(A/Hz) = % %Jr% 3= 2§1P(B) P(Hy)P(B/H1)+
+P(H2)P(B/H2) =3 -2+ 5 3 =3

a) Din formula lui Bayes = P(H;/A) = % =3

b) P(Hy/B) = P(Hz)l(pj(g?/Hﬂ :% =

Tragerea de pe un avion contra altui avion poate sa se produca de
la distantele 600m,400m si 200m. Probabilitatea ca tragerea sa se
produca la distanta 600m este 0,2, la 400m este 0,3, la 200m este 0,5.
Probabilitatea doborarii avionului inamic la distanta 600m este 0,1, la
400m este 0,2, la 200m este 0,4. Se efectueaza tragerea al cirei efect
este doborarea avionului. Sa se gaseasca probabilitatea ca tragerea sa
se fi produs de la 200m.

Solutie. Fie evenimentele A1 = tragerea se produce la distanta 600m,
Ao = tragerea se produce la distanta 400m, A3 = tragerea se produce
la distanta 200m, A = doborarea avionului inamic.

Stim P(A1) = 0,2, P(A2) = 0,3, P(A3) = 0,5 si P(A/A1) = 0,1,
Cf. formulei lui Bayes P(A3/A) = . P(A3)P(A/A3) _

> P(A)P(A/A)

i=1

0,5-0,4
0201+0302+0504_0715 0

Doi arcasi trag asupra unei tinte cate o sageata . Probabilitatea ca
primul arcag sa loveasca tinta este 0,8, iar pentru al doilea este 0,4.
Dupa tragere, in tinta se gaseste o singura sageata . Sa se gaseasca
probabilitatea ca sageata din tinta sa apartina primului arcas .

Solutie. Fie evenimentele A = lovirea tintei de un singur arcag A; =
= nici primul, nici al doilea arcag nu lovesgte tinta, As = améandoi
arcasii lovesc tinta, As = primul arcag loveste tinta, al doilea nu, A4 =
=primul arcas nu loveste tinta, al doilea da.
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Avem P(A;) =0,2-0,6 = 0,12, P(As) = 0,8 -0,4 = 0,32, P(A3) =
=0,8-0,6 =0,48,P(A4) =0,2-0,4 = 0,08, deoarece tragerile sunt
independente si P(A/A;) =0 = P(A/As), P(A/A3) =1 = P(A/A).

Cf. formulei lui Bayes = P(A3/A) = — P(A:)P(A/As) g. O

> P(A;)P(A/A)
i=1

(Paradoxul cutiei lui Bertrand) Exista 3 sertare, fiecare continand
2 sosete. Sertarul 1 contine 2 sosete negre, sertarul 2 contine o soseta
neagra si una alba gi sertarul 3 contine 2 sosete albe. Este selectat un
sertar la Intamplare si o soseta este luata la Intamplare. Daca soseta
este alba , care e probabilitatea ca cealaltd sosetd din sertar sa fie tot
alba ?

Solutie. Intuitiv, pare ca raspunsul este % De fapt, cum a fost aleasa
o goseta alba , sertarul ales trebuie sa fie 2 sau 3. In primul caz, a doua
soseta este neagra si in celalalt caz, ea este alba . Deci, probabilitatea
ar trebui sa fie %

Sa analizam acum problema folosind formula Iui Bayes. Cum stim ca
soseta aleasd este alba , singurul mod ca ambele sosete sa fie albe
este ca sertarul ales sa fie sertarul 3. Deci, vrem sa determinam
P(sertar 3/alb). Stim ca P(sertar 3) = P(sertar 2) = 1,

P(alb/sertar 3) = 1, P(alb/2) = 1.

Cf. formulei lui Bayes avem P(sertar 3/alb) =
_ P(sertar 3)P(alb/sertar 3) . %'1
 P(sertar 3)P(alb/sertar 3)+P(sertar 2)P(alb/sertar 2) ~— %-1+%-

wiN

I
2
Aceasta inseamna ca de 2 ori din 3 alegem un sertar cu cel putin o
soseta alba , contrar intuitiei. O

Probleme propuse

. O urna contine 99 de bile identice, numerotate 1,2,...99. Care e

probabilitatea ca printr-o extragere sa obtinem o bila numerotata cu
un patrat perfect?

.9
R: 35

. Intr-o urna sunt 7 bile albe gi 5 negre, iar in alta 6 albe si 8 negre. Se

extrage din fiecare cate o bila . Care e probabilitatea ca ambele bile
sa fie albe?

L. 6
R: 51
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. Independente una de alta se fac operatiile: se arunca o moneda , un

zar i se extrage o carte dintr-un pachet de carti de joc. Care este
probabilitatea ca sa obtinem fata cu stema, un numar par (pe zar) si
sa extragem un zece?

c1.3.4
R:5 %5 5

. Aruncand 4 zaruri , sa se determine probabilitatea de a obtine fata 1

cel putin o datd . Sa se determine probabilitatea de a obtine fata 1 o
singura data .

R:plzl—(

5

6
_ 1.1, (53
p2_C4'6'(6)

. Intr-o uzina se fabrica lampi cu incandescenta . La aceste lampi

intalnim 2 © /o defecte de fabricatie si 5 /o defecte de montaj. Si se cal-
culeze probabilitatea ca o lampa sa fie inlaturata ca necorespunzatoare.

e 2 4 5 2 5
R: 156 *+ 100 ~ 100 * 100

. Doi studenti care se reprezinta la un examen au probabilitatile de

promovare 0,5, respectiv 0,8. Care este probabilitatea ca:
a) ambii studenti sa promoveze examenul;

b) un singur student sa promoveze;

¢) cel putin un student sa promoveze;

d) nici un student sa nu promoveze.

R: A=primul student si promoveze, B= al doilea student sa pro-
moveze

a)P(ANB) = 0,4; b) P((ANB°)U(A°NB)) = 0,5; ¢) P(AUB) = 0,9;
d) P(A°N B) = 0,1

. Se dau P(A) =0,5si P(AUB) =0,6. Gasiti P(B) daca :

a) A si B sunt incompatibile;
b) A si B sunt independente;
c) P(A/B) =0,4

R: a) P(B) =0,1;b) P(B) =0,2; ¢) P(B) =

. Se considera n plicuri pe care sunt scrise n adrese diferite. In aceste pli-

curi sunt introduse la intamplare n scrisori, cate una pentru fiecare din
cele n adrese. Sa se determine probabilitatea ca cel putin o scrisoare
sa nimereasca 1n plicul cu adresa corespunzatoare?

R: folosim formula lui Poincare =>p=1— 4 + ...+ (-1)"4,

n!
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. Intr-o urna se gasesc 5 bile numerotate de la 1 la 5. Din urna se

extrag la intamplare toate bilele, una dupa alta. Care e probabilitatea
ca billele sa apara in ordine crescatoare?

R: % (cazuri favorabile/ cazuri posibile sau cu formula de inmultire
a probabilitatilor)

Dintr-o urna continand 9 bile albe si 10 bile negre se extrag (succesiv,
fara inlocuire) 4 bile. Sa se determine probabilitatea ca cel putin una
sa fie alba ?

R: folosim formula de inmultire a probabilitatilor = p =1 — %8 . 1% :
7

8.7
17 16
O urna contine 10 bile printre care 3 sunt negre i 7 albe. Intr-o
proba este selectata la intamplare o bila , se observa culoarea ei si
apoi se reintroduce in urna impreuna cu alte 2 bile de aceeasi culoare.
Care este probabilitatea ca o bila neagra sa fie selectata in fiecare din
primele 3 probe?

.3 .5 1
Rif5 13 11
Un lot de 100 de tricotaje este supus controlului de calitate. Conditia
ca acest lot sa fie respins este gasirea a cel putin unui tricotaj defect in
5 verificari consecutive. Care este probabilitatea ca lotul sa fie respins,
dacs el contine 5%/ tricotaje defecte?
R:1— 95 .94 93 92 91

100 99 98 97 96

Intr-o urna sunt 24 de bile albe gi 9 bile negre. Se extrag pe rand 3
bile fara a pune bila extrasa inapoi in urna . Care este probabilitatea
ca bilele sa fie extrase in ordinea alb, alb, negru? Dar alb, negru,
alb? Dar negru, alb, alb? Dar probabilitatea ca doua din cele trei bile
extrase sa fie albe?

R: P(A,A,N)=2.2.2
P(AN,A)=%.3.2
P(N,AA) =2 -2.2

Fie A;=la extragerea i obtinem o bila alba , i =1,2,3

P((A1NAsNAS) U (A NASNA3)U(A§N AN As)) =322

Avem o urna cu 2 bile albe si 3 negre si alta cu 3 bile albe si 5 negre.

Urnele se aleg la intamplare cu probabilitatea % fiecare. Se extrage

o bild la Intdmplare din una din urne. Care e probabilitatea ca bila
extrasa sa fie neagra 7

R: folosim relatia din pb. 23 si obtinem p = %
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Se dau sase urne cu urmatoarele structuri:

(S1) 2 urne ce contin cate 2 bile albe si 6 negre;

(S2) 3 urne ce contin cate 3 bile albe si 5 negre;

(S3) o urna ce contine 6 bile albe si 2 negre.

Se extrage la intamplare o bila dintr-o urna . Se cer:
a) Care e probabilitatea de a extrage o bila neagra ?

b) Presupunem ca dintr-o urna oarecare s-a extras o bila neagra . Care
e probabilitatea ca ea sa apartind uneia din structurile (51),(52),(53)?

. 29 12 15 2
R: a) TSb) 507297 39

Avem o urna U; cu 4 bile rosii i 9 albe si o alta Uz cu 3 bile rosii si
7 negre. Se extrage o bila dintr-o urna aleasa la intamplare. Stiind ca
bila este rogie, care e probabilitatea ca ea sa fie din U7

R: cu formula lui Bayes = p = %

O fabrica produce piese de schimb prin 3 tehnologii diferite I,IT,III
astfel :

I: % din productie si % din piese sunt defecte;

IT : % din productie si 23—0 din piese sunt defecte;

IIT : 1% din productie si 2—15 din piese sunt defecte.

O persoana alege la intdmplare o piesa . Care e probabilitatea ca
aceasta sa fie defecta 7 Care e probabilitatea ca piesa aleasa sa provina
din I7

R: Fie A; = piesa provine din tehnologia I,II sau III, i = 1,3 si B =
piesa aleasa e defecta

cu formula probabilititii totale P(B) = 122

1000
cu formula lui Bayes P(A;/B) = %



Capitolul 2

Variabile aleatoare

2.1 Notiuni teoretice

Definitia 2.1. O variabila a cérei valoare este un numér determinat
de evenimentul rezultat In urma unei experiente este numita variabila
aleatoare.

Definitia 2.2. Fie X o variabila aleatoare care poate sa ia valorile
x1,...oTy cu probabilitatile f(x1),...f(x,). Multimea ale carei elemente
sunt perechile ordonate (x;, f(x;)),i = 1,n defineste repartitia variabilei
aleatoare X.

Definitia 2.3. Daca X este o v. a. reald , atunci functia F: R — R
definita de Fx(z) = P(X < z),z € R se numeste functia de repartitie
alui X.

Proprietati ale functiei de repartitie
1. lim Fx(z)=0, lim Fx(x)=1
r— —OQ T— 00

2. Fx este crescatoare gi continua la dreapta in orice punct z € R

3. P(IX=2)=F(z)— F(z—0)

4. P(a< X <b)=F(b) — F(a)

Definitia 2.4. Variabila aleatoare X se numeste discreta daca multimea
valorilor ei este o multime cel mult numarabila de numere reale sau complexe
(an).

Notand P(X = ay) = pn, avem » | p, = 1, functia de repartitie Fx este o

functie in scara cu F (z) = Z Dn, lar matricea X ~ @ 01 ...On - )
i bPo P ---Pn ...
se numeste matricea de repartitie a lui X sau distributia lui X.

Daca P(X = z) = 0 pentru orice z € IR, atunci v. a. X se numeste
continud . Aceasta este echivalent cu faptul ca functia ei de repartitie este
o functie continua (pe R).

Definitia 2.5. Fie X o v. a. discreta.

a) Daca seria Zanpn este absolut convergenta , se spune ca X admite

n>0

37
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medie, iar suma F(X) = Zanpn se numeste media lui X.
n>0

b) Pentru n € IN*, media E(X") a variabilei X™ se numeste momentul
de ordinul 7 al lui X.

¢) Media variabilei (X — E(X))? se numeste varianta (sau dispersia)
lui X si se noteaza Var(X) (sau D?(X)).

Proprietatile mediei

1) Liniaritatea: E(aX + YY) = aE(X) + E(Y)(a, 5 € ©)

2) Monotonia: Daca X <Y, atunci E(X) < E(Y).

3) Daca X este o constanta ¢, atunci E(X) = c.

4) Daca X si Y sunt v. a. independente, atunci E(XY) = E(X)E(Y).

5) Pentru orice functie f: C — €, media v. a. foX = f(X) este

E(f(X)) = Z f(an)pn (atunci cand seria din partea dreapta este absolut

n=0
convergenta ).

Proprietatile dispersiei

Fie X o v. a. discreta reala

1) DA(X) = B(X?) — (E(X))?

2) D?(X) >0

3) D?(X) = 0 <= P(X = E(X)) =1 (ie. X este o constanti cu
probabilitatea 1)

4) Inegalitatea lui Cebagev: Pentru orice € > 0, avem

P(IX — B(X)| > &) < 2285 sau P(IX — B(X)| < &) > 1 - 2090,
5) D*(aX) = a?D?*(X)
6) Daca X,Y sunt independente, D?(X +Y) = D?*(X) + D*(Y).
Definitia 2.6. Daca X si Y sunt v. a., atunci vom numi covarianta a

variabilelor X si Y si o vom nota prin cov(X,Y) expresia

cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).

Proprietatile covariantei
1) Daca X si Y sunt v. a. independente, atunci cov(X,Y) = 0.
2) Daci X1, ... X, sunt nv. a. cudispersiile D?, D3, ... D2 si covariantele

n n
cov(X;, X;), i # j, atunci D*() "X;) = > D} +2) cov(X;, X;).

i=1 i=1 i<j
Definitia 2.7. Daca X si Y sunt v. a., atunci numim coeficient
de corelatie al variabilelor X gi Y gi-l vom nota prin p(X,Y), expresia

o cov(X,Y)
PXY) = Tpm
Observatia 2.1. Daca v. a. X g1 Y sunt independente, atunci p(X,Y) =

= 0. Daca p(X,Y) = 0, nu rezulta neaparat ca X si Y sunt indepen-
dente. Intr-adevar, daca p(X,Y) =0, atunci E(XY) = E(X)E(Y) (1). Fie
f(z,y) densitatea de repartitie a vectorului (X,Y), iar f(x), respectiv g(y)
sunt densitatile de repartitie ale v. a. X, respectiv Y. Conform (1) avem
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Jr Jrzyf(z y Ydzdy = [ Jg vy f(x)g(y)dedy =
=[x Jroulf(z,y) — f(z)g(y )]dacdy = 0, dar de aici nu rezulta neaparat
ca f(x,y) = f(x)g(y), deci cele 2 v. a. nu sunt independente.

Alt exemplu:

Fie Q = {w1,ws, w3, ws}, P(w;) = 1,i=T1,4.

Variabila X realizeaza corespondenta X (w1) = 1, X (w2) = —1, X (w3) =
= 2, X(w4) = -2

2 1 1 2
Xﬁ(l 1 11)
4 4 4 4

Variabila Y realizeaza corespondenta Y(wy) = 1,Y (w2) = 1,Y (w3) =
= —1,Y(W4) = —1.

v < 11 1)
2
2 -1 1 2
XY < o 1)
4 4 1 1
= E(Y) = E(XY) = cov(X,Y) =0
Dar X si Y nusunt v. a 1ndependente deoarece P[(X = 1)A (Y =1)] =

Pl =1 £ P(X = )Py = 1)= 1.1
Definitia 2.8. Fie X o v. a. dlscreta care ia valori 1ntreg1 nenegative.

Atunci functia Gy (t) definita prin Gx(t) = E(t¥) = ant”,t < 1, unde
n=0
pn = P(X = n), se numeste functia generatoare a v. a. X.

Proprietatile functiei generatoare

1) Daca v. a. Xj,...X, sunt independente, iar X = X; + ... + X,
atunci Gx(t) = C;X1 (t)GX2 (t) ...Gx, (t)

2) E(X) = Gy (1)

3) D2(X) = G (1) + Gy (1) — [Gy (1))

4) Doua v.a. cu aceeasi functie generatoare au aceeasi repartitie.

Definitia 2.9. Pentru orice eveniment A cu P(A) > 0 si orice v. a.

discreta care ia valorile ag, a1, ... ay, ..., media lui X conditionata de A este

E(X/A) =) a,P(X = an/A).

n
Pentru orice sistem complet de evenimente (i. e. partitie a evenimentului

sigur) (Ag) avem E(X) = ZE(X/Ak)P(Ak) sau, mai general,

k
E(X/B) =Y E(X/BnN Ay)P(Ay).

Exempl(i,C de repartitii discrete

1) Repartitia binomiald cu parametrii n si p

Sa presupunem ca se fac n experiente independente, in fiecare din experiente
probabilitatea de realizare a unui eveniment A fiind constanta si egala cu p
(probabilitatea ca A sa nu se realizeze este ¢ = 1 — p). Numarul de realizari
ale evenimentului A in cele n experiente este o variabild aleatoare X, ale
carei valori posibile sunt £ = 0,1,...n. Intr-adevar, evenimentul A poate
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sa nu se realizeze niciodata , sau poate sa se realizeze o data , de doua ori,
..., de n ori in cele n experiente cu probabilitatile P(X = k) = px. Vom
scrie formula ce da probabilitatea ca evenimentul A sa se realizeze de k ori,
pentru valorile p gi n date. Cand fiecare numar k este considerat cu probabil-
itatea sa de realizare , multimea perechilor (k,px),k =0, 1,...n se numeste
repartitie binomiala . Repartitiile binomiale au fost studiate de James
Bernoulli, motiv pentru care adeseori vom folosi termenul de experiente
Bernoulli.
P(X = k) = CkpFq" % k=0,n
Media E(X) = np, dispersia D?(X) = npq, functia generatoare G x (t) =
= (pt+q)".
Pentru n — oo,p — 0 astfel incat np = A, probabiliatile P(X = k)
pot fi aproximate prin valorile repartitiei Poisson.
2) Repartitia geometrica
Fie X numarul de experimente Bernoulli cu probabilitatea p de succes,
care trebuie efectuate pana la aparitia primului succces. Atunci
P(X =k)=p(1l —p)F 1 kecN¥
Media E(X) = %, dispersia D?(X) = 1;—27’, functia generatoare Gx (t) =
= %,
3) Repartitia binomial negativa cu parametrii n,p
Fie X numarul de experimente Bernoulli cu probabilitatea de succes p
care trebuie efectuate pentru a obtine m succese.
P(X =n)=Cl3'pmg" "
Pentru m = 1 se gaseste repartitia geometrica .
Media E(X) = ‘%, dispersia D*(X) = %, functia generatoare Gx(t) =
d=a
4) Repartitia hipergeometrica
Daca X este v. a. ce reprezinta numarul de bile albe obtinute dupa n

extrageri fara inlocuire dintr-o urna ce contine a bile alb si b negre , atunci

creop~*®
P(X =x)= C:j—b

,x =0,n.

Media E(X) = np, dispersia D?(X) = zpq Zig:f, undep = 2%, ¢ = aL—&-b'

5) Repartitia Poisson de parametru \ > 0

P(X=n)=2.e*neN

l\é[edi)a E(X) = ), dispersia D?(X) = ), functia generatoare Gx (t) =
— A1)

Aplicatie la problemele telefoniei automate

Cand un abonat la telefonul unei retele automate ridica microreceptorul,
dupa un timp, in general destul de scurt, un sunet de o anumita tonalitate
i aratd momentul in care poate sa compuna numarul abonatului pe care
il cheama : a fost pus in legatura cu un selector. Evident ca ideal ar fi
ca fiecare abonat sa fie prevazut cu un selector. Insa situatia aceasta ar
fi foarte costisitoare, datorita pretului ridicat al selectoarelor, si acestea ar
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fi rau Intrebuintate, ramanand in repaus cea mai mare parte a timpului.
Asga ca (in sistemul Strowger, de exemplu) fiecare abonat este prevazut cu
un dispozitiv de cautare, care are ca misiune sa gaseasca un selector liber,
numarul selectoarelor fiind mult inferior numarului abonatilor cuprinsi in
grupul considerat. In realitate, avem de-a face cu o dubla cautare; insa , in
scopul unei simplificari, ne vom margini la o cautare simpla . Céand toate
selectoarele puse la dispozitia unui grup de abonati sunt prinse de convorbiri
telefonice deja incepute, cautatorul igi continua invartirea pana in momentul
cand, una dintre aceste convorbiri fiind terminata , abonatul este servit.

Problema fundamentald care se pune este urméitoarea : fiind date s
selectoare puse la dispozitia unui grup de a abonati (s < a), care este prob-
abilitatea ca un abonat sa gaseasca toate selectoarele ocupate si, daca este
asa, care este probabilitatea ca timpul de asteptare sa nu depasesca o anu-
mita duratd 77 Fie y numarul mediu de apeluri, in unitatea de timp, a unui
grup de a abonati. Aceasta inseamna ca , daca se considera numarul N de
apeluri care au loc intr-un interval lung de timp, 7', raportul % tinde catre
y cand N gi T cresc nemarginit. Fie 6 o mica fractiune din timpul 7, cu
af =T.

Sa cautam probabilitatea ca n apeluri determinate, alese printre cele N,
sa se producd in intervalul de 0. Aceasta probabilitate este (é)n (1 — é)N_n.
Probabilitatea P, ca, in intervalul 8, sa se produca n apeluri oarecare

dintre cele N este de Cy ori mai mare P, = % (é)n (1 - é)N_n.
Inlocuim pe N!sipe (N —n)! prin valorile lor asimptotice date de formula
lui Stirling (n! ~ n"e™"v/27n). Dacad N ceste nemarginit cu 7' in aga fel
incat raportul % tinde catre y, raportul % va tinde catre yf, care este
numairul mediu de apeluri in intervalul de timp 6, adica . Daca inlocuim

pe % prin y@ = 7, formula precedenta ia forma

ot NN (- )" mren (N—m)Nn [N
"ol (N_n)N—nJr% (E)N on! (N-n)N-nVN-n
n
_nlte™” 4B A\ " N
- nl N —n N —n
FNa—N n -4
Dacé N creste nemérgnit avem P, = m-5— sau P, = (y@)ni!eé'.

Probabilitatea este data de formula lui Poisson.

Tot aceasta lege va da probabilitatea ca sa existe n convorbiri simultane
de aceeagi durata 6. Intr-adevar, aceasta probabilitate este egala cu aceea
pentru care urmeaza sa avem 7 apeluri in intervalul de timp 0. Daca duratele
convorbirilor sunt inegale si dacd in medie avem y; convorbiri de durata 61,
yo convorbiri de durata 65, etc., cele n convorbiri simultane pot fi compuse
din ny convorbiri de primul fel, din no convorbiri de al doilea fel etc.,
ny+ng+...=n.
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Se poate arata ca in formula care da probabilitatea P, nu s-a schimbat
nimic, cu conditia de a lua y = y1601 + y202 + . ..

Daca se ia ca unitate de timp durata medie 6 a convorbirilor, formula
yre”?
n!

care da probabilitatea P, devine P, =

6) Schema lui Poisson

O urna Bernoulli este caracterizata prin aceea ca probabilitatea p pen-
tru realizarea evenimentului dorit A, in timpul celor n extrageri succesive,
este constanta (deoarece bila extrasa se pune inapoi). Putem prezenta
schema, lui Bernoulli sub forma a n urne identice Uy,...,U,. Din aceste
urne se extrage cate o bila . Probabilitatea ca din n bile extrase , x sa
realizeze evenimentul A (scoaterea unei bile albe) este CZp*¢"~*. Schema
lui Poisson generalizeaza urna bilei revenite, in sensul ca probabilitatea se
schimba de la o experienta la alta , sau, ceea ce este acelasi lucru, in n
urne Uy, ..., U, probabilitatile evenimentului A sunt diferite. Fie p1,...,pn
probabilitatile de realizare a unui eveniment A, de exemplu, scoaterea unei
bile albe din n urne, de data asta neidentice si q1, ..., g, probabilitatile de
realizare a evenimentului contrar A€ in aceeagi experienta . Vom deter-
mina probabilitatea ca evenimentul A sa se realizeze In cele n experiente
(scoaterea din fiecare urna a cate unei bile ) de z ori, iar A° de n — x
ori. Notam hi,...,hy si k1,...,kn—p grupuri de cate x, respectiv n — x
numere din girul 1,2,...,n. Un eveniment K}, ; ce realizeaza evenimentul
cerut este B, = (Ap, N...NAp, )N (A7, N...NAF ) siare probabilitatea
P(Enk) = phy - - - PhoGky - - - Gk,,_,- Evenimentele Ej, ;, sunt grupe distincte cu
x evenimente Ay, si n — x evenimente Aj permutate intre ele. Atunci eveni-
mentul cerut X = |J E}, i, are probabilitatea p, p = > pn, - - - Pholhy - - - Qhpy -
Termenii ce intra in aceasta suma sunt diferitele produse partiale ale dez-
voltarii (p1 + q1)(p2 + q2) - .. (pn + qn) ce contin z factori py, si n — x factori
qx- Daca se considera polinomul in ¢ dat de (p1t+q1)(p2t+q2) - - . (Put +qn),
probabilitatea cautata P e coeficientul lui ¢* din polinomul anterior.

7) Schema polinomiala

O urna contine bile de culorile ¢y, co, ..., cs In proportii cunoscute; deci
cunoastem probabilitatea p; de aparitie intr-o extragere a unei bile de cu-
loarea ¢;,7 = 1, s. Se fac n extrageri a cate o bila , cu conditia ca la fiecare ex-
tragere urna sa aiba aceeasi compozitie. Fie A, evenimentul ca in extrager-
ile efectuate s& apard «; bile de culoarea ¢;(i = 1, s), deci a = (o, . .., ).
Probabilitatea acestui eveniment este P(A,) = #'an,p‘fl P,

Propozitia 2.1. Fie X o v. a. repartizata binomial cu parametrii n, p,,

1 — pn. Daca HILIEO np, = A > 0, atunci X este asimptotic poissoniana cu
parametrul A > 0, pentru n — oo.

Definitia 2.10. Variabila aleatoare X se numeste absolut continua
daca exista o functie integrabila f: R — IR, astfel incat functia de repartitie
F(x) alui X si fie datd de F(z) = [*_ f(t)dt. In acest caz functia f(t) se
numeste densitatea de probabilitate( sau de repartitie) a v. a. X.
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Proprietatile densitatii de repartitie

Daca v. a. X admite densitatea f(x), atunci:

1) functia f este pozitiva si [*_ f(z)dz =1

2) in orice punct de continuitate al functiei f avem F'(z) = f(x)

3) Pla< X <b) = [ f(a)dz

4) pentru orice functie méasurabila Borel g: R — C avem E(g(X)) =
= [%_g(x)f(z)dz (atunci cand integrala din membrul drept este absolut
convergentd ). In particular, E(X) = [%_xf(z)dx.

5) Daca v. a. are densitatea f(z), iar Y = aX 4+ b (a,b € R,a # 0),
atunci Y are densitatea fy(x) = ﬁf (Z=2).
Definitia 2.11. Pentru orice v. a. X, functia ¢x(t) = E(e!’X) se numeste
functia caracteristica a lui X.

Proprietatile functiei caracteristice

1) Daca Xi,...X, sunt v. a. independente, iar X = X; + ... + X,

n

atunci px (t) = H@Xk (t).
k=1

2) Daca X admite moment de ordinul n, atunci E(Xk) = %71§ —
1,n.

3) Doua v. a. cu aceeasi functie caracteristica au aceeasi repartitie.

4) Daca X este discreta , atunci ¢ x (t) = Zeim”pn-

n
5) Daca X admite densitatea de repartitie f(x), atunci

ox(t) = / " o f(a)da,

—00

iar in punctele z de continuitate ale lui f avem

f(zx) ! /OO e*imgox(t)dt.

= Ei;; .

Exemple de repartitii absolut continue

1) Repartitia normala (Gaussiana ) cu media m si abaterea patratica
(z=m)?
oy . . I B

o este repartitia unei v. a. X cu densitatea f(x) = prv; A In acest

caz se scrie X ~ N(m,o). Dacdi m = 0 si 0 = 1, X se numeste variabila
normala standard.

02t2
2 .

Functia caracteristici este @y (t) = €™~

Functia de repartitie a unei variabile normale standard este
O(x) = \/% I . e~ T dt i este numita functia lui Laplace.

In cazul general, functia de repartitie F' a unei v. a. normale de tip
N(m, o) se poate exprima cu ajutorul functiei lui Laplace astfel
F(z) = ® (2=™), deci P(a < X <b) = & (22) — & (=), de unde rezulti

o g

P(|X —m| <eo) =P(e) — P(—¢) =2P(e) — 1.
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2) Repartitia uniforma intr-un interval [a,b] este repartitia unei v.
a. X cu densitatea
ﬁ, a<z<b
0, in rest

fz) =

Media E(X) = “TH), dispersia D?(X) = (bzg)2.
3) Repartitia exponentiala de parametru \ > 0 corespunde den-
sitatii de repartitie
Xe ™M >0

ra={ o 120

Media E(X) = %, dispersia D?(X) = % functia caracteristica px(t) =

= (-9
4) Repartitia Gamma cu parametrii \,p > este repartitia unei v.
a. X cu densitatea

AP p—1_.—)x 0
_) T ¢ T2

Media E(X) = §, dispersia D*(X) = ¥, functia caracteristica ¢x (t) =
_ 1

(=R

Pentru p = 1 se obtine repartitia exponentiala , iar pentru A = %, p=3,
repartitia x?(n) ("hi patrat” cu n grade de libertate).

5) Repartitia Cauchy este repartitia unei v.a. X cu densitatea
@) = sy

In acest caz, X nu admite valoare medie.

Observatia 2.2. Folosind proprietatile corespunzatoare functiilor carac-
teristice, respectiv functiilor generatoare, se obtin urmatoarele proprietati
ale sumei a doua v. a. independente X si Y:

a) Daca X si Y sunt absolut continue cu densitatile f(x), respectiv
9(y), atunci densitatea sumei X + Y este convolutia celor doua densitati

(f*9)(t) = [, f(r)g(t —T)dr.

b) Daca Xsi 1Y iau valori in N, iar p, = P(X =n)sig, = P(Y =n) sunt
repartitiile lor, atunci repartitia sumei r,, = P(X +Y = n) este convolutia
n

sirurilor (p,,) si (gn), 1. e. T, = Zp(n —m)gq(m).

m=0

2.2 Probleme rezolvate

1. Din 100 de piese lucrate la un strung, 5 sunt defecte. Se iau la
intamplare 45 de piese.

a) Care e probabilitatea ca sa existe intre cele 45 de piese o singura
piesa defecta 7

b) Care e probabilitatea ca sa existe cel putin o piesa defecta 7



2.2. PROBLEME REZOLVATE 45

. 01044
Solutie. a) p; = —2z2
ClOO
_ clagiciogsciogciogicioy
b) P2 = i -

2. Intr-o lada cu 80 pachete de tigari, 4 pachete au cate o tigara rupta
Care e probabilitatea ca o persoana care cumpaéra 4 pachete sa primeasca
toate pachetele cu tigari rupte? Care e probabilitatea ca sa primeasca
cel putin 2 pachete cu tigari rupte?

. cicy
Solutie. p1 = et
80
c2c2 . +c3ct . +ciol,
py = —AYI6 403076 476 ]

3. Dintr-un lot de 100 tranzistori, 20 au defecte. Se extrag 10 tranzistori.
Care este probabilitatea ca toti tranzistorii extragi sa fie buni, dar ca
unul singur sa fie defect, dar cel putin unul sa fie defect?

. 010,00
Solutie. p1 = 89520

Cioo
C2:Cag
2 = —~20
P2 = "cm,
CIO'CO
p3=1-— %)20 20 O
100

4. Din 16 borcane de cate 1 kg, 4 contin dulceata de caise si 12 de prune.
Grupandu-se la Intamplare cate 4 borcane, si se determine probabili-
tatea ca fiecare grupa sa contina un borcan cu dulceata de caise.

Chel | jol | i
CIG C'12 CB

Solutie. p = O

5. Intr-un lot de 200 de piese fabricate la o masina sunt 10 piese defecte.
Se scot la intamplare 20 piese. Care e probabilitatea ca intre cele 20
piese extrase sa fie piese defecte?

Solutie. Fie A = toate cele 20 piese extrase sunt fard defecte, B =
intre cele 20 piese extrase cel putin una este defecta .

20 ~0
— C(19 ClO
20

P(B)=1- P(A), unde P(A) = CS O

00

6. O urna contine 31 bile albe sgi 19 negre. O persoana scoate bilele una
cate una, pana cand obtine 14 bile albe. Sa se determine valoarea
medie a numarului de bile negre extrase.
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Solutie. Bila extrasa nu se mai pune la loc in urna .

14~k
Probabilitatea de a extrage 14 bile albe si k negre este p = %ﬁlﬁlg’,
50
k=0,19.
19
C3iCly
E(X) :Zk' LAk =
k=0 50

. La o agentie LOTO din 10000 de bilete, 10 sunt castigatoare. Un

jucator cumpara 6 bilete gi fie X v.a. ce reprezintd numaéarul biletelor
castigatoare. Se cer:

a) repartitia v. a. X;
b) E(X), D*(X)
¢) P(X <5),P(X >3/X <5),P(X =6)

R x 6—x
Solutie. a) X ia valorile z = 0,6 cu probabilitatile p(z) = %
10000
b) E(X)=np=n-% =06 19955 = 0,006
2 _ N-n _ 10 . 9990 9994 _
D*(X) = npq - F=f = 6 15000 * 0000 * 9999 — 0> 0059
5 r 6—x
C) P(X < 5) — C’10619990
06
—o 10000
5 _
CfoCoos6
P(3<X<5) C?OOOO
_ SASO) . z=3
PX>3/X <5 =5 =5 o oos
10“9990
=0 Coo00
P(X = 6) = SgCome O
10000

. O aceeasi piesa este produsa de 2 masini. Prima da un rebut cu prob-

abilitatea 0,05, iar a doua cu probabilitatea 0,06. Care e numarul
mediu de rebuturi gasite, daca s-au luat la control cate 200 de piese
de la fiecare magina ?

Solutie. Fie X7 = v. a. ce da numarul de piese defecte gasite la prima
masging , Xo = v. a. ce dd numarul de piese defecte gasite la a doua
magina , X = numarul de defecte gasite, X = X; + Xo.

X7 si X5 se incadreaza in schema bilei neintoarse, deci
E(X1) =np=200-0,05=10, E(X3) =200-0,06 =12 = E(X) =
= FE(X1)+ E(Xq) =22 O
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9. O urna contine 32 bile dintre care 10 bile albe, 8 negre, 7 rosii si 5
verzi. Se extrag 5 bile din urna fara a pune bila extrasa inapoi. Se
cere probabilitatea ca intre cele 5 bile extrase sa avem :

a) 3 bile albe, o bila rosie si una verde;
b) o bila alba , 2 negre si 2 rosii.

Clo:C2-C3

Solutie. a) Se aplica schema bilei nerevenite : p; = o
32

b) py = 051 O

10. Impartim primele 12 numere naturale in 3 grupe a cate 4 numere si
inregistram fiecare grupa pe cate un bilet. Dintr-o urna continand 12
bile numerotate de la 1 la 12 se extrage, pe rand, cite o bila . Se cer :

a) probabilitatea ca din 6 extrageri, 4 numere sa fie continute pe acelasi
bilet, presupunand ca bilele extrase nu sunt intoarse in urna ;

b) aceeasi probabilitate, presupunand ca dupa fiecare extragere bila
este reintoarsa in urna .

Solutie. a) Fie A; evenimentul ca din cele 6 numere extrase, 4 sa fie
pe biletul cu numarul ,7 = 1,2,3. Deci probabilitatea ceruta va fi
P(A1 U A2 U A3) = P(A;1) + P(Az) + P(As), evenimentele A; fiind
incompatibile (pe fiecare bilet sunt numere diferite).

Avem P(A;) = P(As2) = P(As), deoarece numerele se scriu la intamplare

pe bilete.
Aplicam scheme bilei nerevenite:
cict 2 2
P(A)) = Bzt = S8 P(A, U Ay U A) =355
Cl2 CIQ Cl2

b) Aplicam schema lui Bernoulli :

4 2 4 2

11. Cinci litere sunt alese la intamplare din cele 26 de litere ale alfabetului
englez: (i) cu revenire; (ii) fara revenire. Pentru fiecare din cazurile
(i) si (ii), sa se calculeze probabilitatea ca literele alese :

a) sa contina exact o data litera ”c”;
b) sa fie toate vocale;

¢) sa formeze cuvantul ”work”.
; Sl 1 (25425

Solugie. a) (i) Cag - 55 - (52)
4 1

(i) Co5:C1

5
CZ 6
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26
(i1) (5)" O

Se arunca o moneda de 8 ori. Sa se afle probabilitatea ca stema sa
apara de 6 ori.

Solutie. p = C’g . (%)6 (%)2 ]

Probabilitatea ca un nou nascut sa fie sex masculin este egala cu 0,51
(pentru o anumita populatie). Sa se calculeze probabilitatea ca intr-o
familie cu 7 copii 5 sa fie de sex masculin.

Solutie. p = C2(0,51)%(0,49)> O

Un muncitor deserveste simultan 10 magini de acelasi tip. Probabili-
tatea ca o magina sa necesite o interventie intr-un interval de timp ¢
este p = % Sa se determine probabilitatea ca:

a) 6 din cele 10 magini sa necesite interventia muncitorului in intervalul
de timp t;

b) cel mult 4 din cele 10 masgini sa necesite cate o interventie in inter-
valul .

Solutie. a) C%, (%)6 (%)4
4 k 10—k
1 2
wYch(5) (3) -
k=0

Probabilitatea ca o zi din luna martie sa fie ploioasa este 0,8. Care este
probabilitatea ca in prima decada a acestei luni sa fie 4 zile ploioase?
Dar cel mult 4 zile ploioase? Dar probabilitatea ca toate zilele sa fie
insorite?

Solutie. p1 = C{y(0,8)%(0,2)°

p2 = (0,2)19 + C1,(0,8)(0,2)° + C%(0,8)%(0,2)% + C5,(0,8)3(0,2)7+
+C1(0,8)%(0,2)°

b3 = (072)10 0
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16.

17.

18.

Doi parteneri cu forta egala boxeaza 12 runde (probabilitatea ca ori-
care din ei sa cagtige o runda este %) Sa se calculeze valoarea medie,
dispersia si abaterea medie patratica a v. a. care reprezinta numarul
de runde castigate de unul din parteneri.

Solutie. V.a. X are repartitia binomials P(X = k) = C¥, (1)k (%)1271C ,
k=0,12.

Atunci E(X) =np=12-3=6,D*X)=npg=12-1-1 =3,D(X) =

= /D2(X) = /3. O

[\
N[

La o agentie de turism s-a observat ca 5°/¢ dintre persoanele care au
facut rezervare renunta . Se presupune ci s-au facut 100 de rezervari
pentru un hotel cu 95 de locuri. Care este probabilitatea ca toate
persoanele care se prezinta la hotel sa aiba loc?

Solutie. Fie X numarul de persoane care se prezinta la hotel. V. a. X
urmeaza o repartitie binomiala cu n = 100 si p = 0, 95.

100
De aceca P(X < 95) = 1-P(X > 95) = 1— > Ci(0,05)'%°7%(0, 95)*

k=96
O

La examenul de matematica , probabilitatea ca o teza sa fie notata cu
nota de trecere este 0,75. Se aleg la intdmplare 10 lucrari gi fie X v.a.
ce reprezintd numarul tezelor ce vor fi notate cu nota de trecere. Se
cer:

a) repartitia lui X;
b) E(X), D*(X)
¢) P(X >5),P(7T< X <10/X > 8), P(X = 10)

d) functia caracteristica a v. a. X.

Solutie. a) V. a. X are o repartitie binomiala cu n = 10,p = 0,75. X
ia valorilez = 0, 1, ... 10 cu probabilitatile p(z) = CF,(0, 75)%(0, 25)10-2.

b) E(X)=np=10-0,75=17,5
DQ(X):npq:l()-O 75-0,25 = 1,875

¢) P(X >5) ZC (0,75)%(0,25)10-*
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10

> C(0,75)7(0,25)17
P(8<X<10)  z=8 _
P(7< X <10/X > 8) = PEEE0 — oo =1
> C(0,75)7(0,25) 107
=8
P(X =10) = C]3(0,75)(0,25)° = (0, 75)1°
10
d) ex(t) = BE(¥) = e Cf(0,75)7(0,25)" " =
=0
= (0,75 - el +0,25)1° O

O urna contine 30 bile albe gi 10 bile negre. Se fac 200 de extrageri
din urna punand dupa fiecare extragere bila inapoi in urna . Se cere
o margine inferioara pentru probabilitatea ca numarul de aparitii ale
bilei albe in cele 200 de extrageri sa fie cuprins intre 100 si 120.

Solutie. Fie X v. a. ce reprezinta numarul de aparitii ale bilei albe,
X are o repartitie binomiala

Probabilitatea ca intr-o extragere sa obtinem o bila alba este p = %.
Deci E(X) =np =200 - 3 =150, D*(X) = npg =200 2 - + = 37,5
Se aplica inegalitatea lui Cebigev :

P(100 < X < 120) = P(|X —110] < 10) > 1 — 3%5 = 0,625 O

Un grup de 40 elevi audiaza un curs de 3 trimestre. La terminare
dau un examen la care i se pune fiecaruia cate o intrebare din materia
fiecarui trimestru. Stim ca 5 elevi cunosc in intregime materia predata
10 elevi cunosc 90° /¢ din materia predata pe fiecare trimestru, 11 elevi
cunosc cate 80°/¢ din materie, 7 elevi 60° /¢, 5 elevi cate 500 /¢ si 2 elevi
nu cunosc nimic din materia predata . La examen un elev raspunde
bine la primele doua intrebari si fals la a treia. Care este probabilitatea
ca el si fie unul din elevii care cunosc : intreaga materie, 90°/¢, 80°/,
60°/0, 50°/9, 0°/o din intreaga materie.

Solutie. Fie evenimentele A1=5 elevi cunosc in intregime materia pre-
datd , A2=10 elevi cunosc 90°/¢ din materia predata , Az3=11 elevi
cunosc cate 80°/¢ din materie, A4=7 elevi 60°/y, As=5 elevi cate
50° /g, Ag=2 elevi nu cunosc nimic din materia predata .

Avem P(Al) = %,P(AQ) = %,P(Ag,) = }T(l),P(A4) = %,P(/%) =
= %, P(4g) = %.

Fie X=un elev rdaspunde bine la primele doua intrebari gi fals la a
treia.
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Avem P(X/Ay) = (X/A2 (1%) X/A3 ( )

1 )
1ov P(X/A4) = 03 (1%) 107 (X/A5 = 32(%) ’107 P(X/As)
=0.

: 2
Atunc1 P(X) = % 0+1-C3 (1%) 6+ 10 C3 (%) 15+ 15 C3 (35)
5 1
10+ - C3 (10) 10t 300
In continuare se foloseste formula lui Bayes. O

Presupunem ca la 100 de convorbiri telefonice au loc 1000 de bruiaje
neturale. Care e probabilitatea de a avea o convorbire fara bruiaje?
Dar una cu cel putin 2 bruiaje?

Solutie. Fie X = v.a. repartizata Poisson ce reprezinta numarul de
bruiaje, A = E(X).

E(X) =10 =10

100
P(X =0)=e 10107 — o-10
PX>2)=1-PX=0-PX=1)=1-e19—-10-e71 O

Intr-o mina au loc in medie 2 accidente pe saptamana (legea Poisson).
Sa se calculeze probabilitatea de a exista cel mult 2 accidente :

a) intr-o saptamana ;

b) in 2 saptamani;

¢) in fiecare saptamana dintr-un interval de 2 saptamani.

Solutie. a) Fie X v. a. ce desemneaza numarul de accidente dintr-o
saptamana este poissoniana cu A = 2, deci P(X < 2) =

=e 2 (1 + % + %) = 5e 2.

b) Fie Y v. a. ce desemneaza numarul de accidente in 2 saptamani
este poissoniand cu A = 4, deci P(Y <2) =e™* (1 + 4+ 2) =13

c) probabilitatea ceruta este [P(X < 2)]? = 25¢~* O

La fiecare o mie de persoane, una este victima unui accident de magina
O companie de asigurari a asigurat 5000 de persoane. Care este prob-
abilitatea ca cel mult 2 dintre acestea sa incaseze asigurarea?

Solutie. Daca X reprezinta numarul de persoane care incaseaza asigu-
rarea intr un an, atunci X urmeaza o repartitie binomiala cu n = 5000
sp= 1000 Deoarece A\ = np = 5 (valori mari ale lui n si valori mici
ale lui p se poate folosi propozitia 2.1 si obtinem P(X < 2) =

—5 ( 5° 5 52\ _ 3le”®
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Presupunem ca intr-un anumit stat media sinuciderilor intr-o luna este
de 4 la un milion de locuitori. Sa se determine probabilitatea ca intr-
un orag cu 500000 de locuitori sa fie cel mult 4 sinucideri intr-o luna .
Este posibil ca in decurs de un an sa existe cel putin 2 luni in care au
avut loc mai mult de 4 sinucideri?

Solutie. Fie X numarule de sinucideri intr-o luna ; X este o v.a. repar-
tizatd binomial cu n = 500000 si p = 4-1075. Deoarece np = 2 se poate
4
2k
utiliza propozitia 2.1 si avem pg = P(X <4) = Ze_Qg =T7e 2.
k=0 )

Fie Y numarul de luni cu mai mult de 4 sinucideri. Atunci
P(Y = k) = Ck(1 — po)Fpy® ", far P(Y >2)=1— P(Y =0)—
—P(Y =1). O

O firma se aprovizioneaza de la 3 furnizori. Din datele statistice
privind furnizorii, firma estimeaza ca probabilitatea cu care furnizorii
nu pot onora contractul sunt p; = 0,1,p2 = 0,3,p3 = 0,2. Fie X
variabila aleatoare ce indica numarul furnizorilor ce nu-si pot onora
contractul . Sa se afle:

a) repartitia v.a. X;
b) E(X), D(X);

c) sa se determine riscul pe care gi-1 asuma firma.

Solutie. a) Situatia data se poate modela probabilistic cu schema lui
Poisson cu 3 urne, in care p;1 =0,1,q1 =0,9,p2 =0,3,90 = 0,7,p3 =
=0,2,q3 = 0,8 si se obtine polinomul de gradul 3 :

P3(t) = (pit + q1)(pat + g2)(pst + g3) = 0,006t 4 0,092¢> + 0, 398¢+

+0, 504

X ia valorile 0,1,2,3 cu valorile 0,504;0,398;0,092;0,006.

b) E(X)=0-0,504+1-0,398+2-0,092 +3-0,006 = 0,6
E(X?)=02%-0,504+12-0,398 4+ 22-0,092 + 32 - 0,006 = 0, 82
D%*(X)=0,82-0,62=0,46

c¢) Riscul pe care si-1 asuma firma este dat de urmatoarea probabilitate
P(X>1)=P(X=1)+P(X =2)+ P(X =3)=0,496 O

La un concurs de matematica 3 candidati primesc cate un plic care
contine n (n > 3) bilete cu probleme de algebra si geometrie. Cele 3
plicuri contin respectiv cate 1,2,3 subiecte de algebra . Fiind examinati,
cei 3 candidati extrag fiecare cate un bilet din plic. Extragrea facandu-
se la Intamplare, sa se afle probabilitatea urmatoarelor evenimente :
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27.

28.

29.

a) 3 candidati sa fie examinati la geometrie;
b) nici un candidat sad nu fie examinat la geometrie;

¢) cel putin un candidat sa fie examinat la algebra .

Solutie. a) Aplicam schema lui Poisson si avem :
(Lt + 21y (B¢ 4 222) (3¢ 4 223) = (663 + (11n — 18)t2+
+(6n? — 22n + 18)t + (n — 1)(n — 2)(n — 3)]

p1= (n_l)(nnw (termenul liber din polinomul de mai sus)

b) p2 = n% (coeficientul lui #3 din polinomul de mai sus)

C) Py = 1— (n—l)(nn—?)2)(n—3) 0

Un aparat se compune din 5 elemente; fiabilitatea (probabilitatea de
functionare fara defectiune intr-un interval de timp) elementelor este :
p1=0,9,p2 =0,95,p3 =0,8,ps = 0,85, ps =0,91. Daca nici unul din
elemente nu este in pana , probabilitatea de functionare a aparatului
fara defectiuni este egalda cu 1; daca unul din cele 5 elemente este in
pana aceasta probabilitate este 0,7, iar daca doua elemente sunt in
pana aparatul nu poate functiona. Sa se determine probabilitatea ca
aparatul sa poata efectua munca pentru care este destinat.

Solutie. Aplicam schema lui Poisson :

(0,1¢ 4+ 0,9)(0, 05t + 0,95)(0, 2t + 0,8)(0, 15¢ + 0,85)(0, 09¢ + 0,91) =
=0,53+0,364¢t + ...

Fie Ai=nici un element nu este in pana ; Ao=un element este in pana
Atunci P(A;) = 0,53, P(A3) = 0,364

Notand cu A evenimentul ” aparatul efectueaza munca pentru care este
destinat”, formula probabilitatilor totale ne da :
P(A)=0,53-1+0,364-0,7=0,784 O

Un muncitor produce cu probabilitatile 0,99; 0,07 si 0,03 o piesa buna
o piesa cu un defect remediabil gi un rebut. Muncitorul a produs 3
piese. Care este probabilitatea ca intre cele 3 piese sa fie cel putin o
piesa buna si cel putin un rebut?

Solutie. Aplicam schema polinomialé :
P=3.-0,9-0,07-0,03+ 55 (0,9)%- 0,03 + 53+ - 0,9 - (0,03)% =

= 0,08667 O
Densitatea de repartitie a vietii unei lampi dintr-un aparat de radio
cu 6 lampi este A - e .t > 0, dat in ani si A = é Sa se determine

probabilitatea ca in mai putin de 6 ani nici o lampa sa nu fie schimbata
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Solutie. Vietile medii ale lampilor sunt considerate evenimente inde-
pendente. Probabilitatea ca viata medie a unei lampi sa fie mai mare
de 6 ani este p = f6oo e Mdt = e X = ¢72. Probabilitatea ciutati
este p® = e 12, O

La o anumita scala erorile de masurare sunt normal distribuite cu
m = 0gi 0 = 0,1 g. Daca se cantaregte un obiect la aceasta scala ,
care este probabilitatea ca eroarea de masurare sa fie mai mica decat
0,15 g?

Solutie. Fie X eroarea de masurare datd cand un obiect este cantarit.
Cautam probabilitatea P(—0,15 < X < 0,15).
P(—0,15 < X <0,15) = P(%2=0 < x < 0140y =

= P(~1,5 < X <1,5) = ®(1,5) — ®(~1,5) = ®(1,5) — 1 + ®(1,5) =
=2P(1,5) — 1 =0, 8664 O

La un atelier se fabrica bile cu un diametru de 0,8 cm. Defectele de
fabricatie dau o eroare a diametrului repartizata dupa o lege normala
m = 0 (nu avem erori sistematice) si ¢ = 0,001 cm. La control sunt
date ca rebuturi toate bilele care trec printr-un inel de diametru de
0,798 cm si cele care nu pot trece printr-un inel de diametru 0,802
cm. Sa se determine probabilitatea ca o bila luata la intamplare sa fie
refuzata .

Solutie. Fie A = bila este refuzata ,A; = diametrul d < 0,798, Ay =
= diametrul d > 0,802, A = Ay U As.

Calculim P(A¢) = P(0,798 < d < 0,802) = P(|d — mg| < 0,002),
unde mg = 0, 8 diametrul normal.

c 0,002 —0,002) _ g (0,002 0,002 _
P(AY) =@ (0,001> - e < 0,001 ) =2 (0,001) -1+ (0,001) -
— 20 (07002> —1=23(2) —1=2-0,9772 — 1 ~ 0,954 => P(A) =
=1 — P(A%) ~ 0,046 0

Numarul painilor ce pot fi vandute intr-o zi de un supermarket e nor-
mal distribuit cu m = 1000 paini si ¢ = 100 paini. Daca marketul
stocheaza 1200 de paini 1n fiecare zi, care este probabilitatea ca painile
sa fie vandute pana ca ziua sa se termine?

Solutie. Fie X numarul panilor care pot fi vandute pe parcursul unei
zile; X este normal distribuita cu m = 1000 si ¢ = 100. Vrem sa gasim
probabilitatea P(X > 1200).

P(X > 1200) = P(XZ1000 > 1200-1000) _ p(X=1000 > 9) _ ]

—P(XF00 < 2) =1 - ®(2) = 0,0228 O
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Fie X ~ N(m, o) astfel incat P(X < 22) = {5, P(X > 28) = 135, Se

cer m si o stiind ca ®(1,35) = 0,91, ®(1,56) = 0, 94.

Solutie. {55 = P(X <22) =& (221) — 221m — 1 35

g
05 =P(X >28)=1-P(X <28) = P(X <28)=0,94 =
= 0,94 = & (1) — 2B — 1 56

Facem sistem din cele doua ecuatii si determinam m si o : m =
= —16,57,0 = 28,5 O

Inaltimea barbatilor este repartizata N(m, o), m =167 cm, o = 3 cm.
1) Care este procentul din populatie cu inaltimea :

a) mai mare de 167 cm;

b) mai mare de 170 cm;

¢) cuprinsa intre 161 cm si 173 cm?

2) Se selecteaza la intamplare (binomial) 4 barbati. Care este proba-
bilitatea ca:

a) inaltimea tuturor sa depasgeasca 170 cm;

b) doi sa aiba inaltimea mai mica decat media, iar doi mai mare decat
media?

Solutie. 1) Fie X inaltimea unui barbat in cm.

a) P(X >167) = 1-P(X <167) = 1-® (155517) = 1-$(0) = 50°/,
b) P(X >170) = 1— & (102167) = 1 — @(1) = 16°/,

) P(161 < X < 173) = & (L1367 _ ¢ (181167 — ¢(2) — ¢(—2) =
=®(2) -1+ ®(2) =28(2) — 1 =95/

2) a) Fie Y = numarul barbatilor cu inaltimea mai mare de 170 cm.
V. a. urmeaza o lege binomiala cu n =4 si p = P(X > 170) = 0, 16.
De aceea P(Y = 4) = (0,16)* = 0,0007.

b) Daca Z reprezinta numarul barbatilor cu inaltimea mai mare ca
media de 167 cm, atunci Z este binomiala cun=4gip=
= P(X > 167) = 0,5. Astfel P(Z = 2) = C?(0,5)* = 0, 375. O

Calitatea unui produs electronic este rezultanta actiunii a 2 grupuri
de factori U gi V' ale caror modele probabilistice sunt U = 2X + 3Y
iV =4X — Y, unde X si Y sunt variabile aleatoare independente,
X ~N(3,2) 1Y ~ Bi(10;0,9). Sa se afle:

a) D*(U), D*(V);

b) p(U,V);
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)P(7T < X < 13);
d) o limita inferioara pentru P(5 <Y < 13).

Solutie. a) D*(U) = D?*(2X +3Y) =4D*(X) +9D?*(Y) =4-22+9.
0,9 = 24,1, unde D?(X) =22 =4, D*(Y) = npg = 10-0,9-0,1 = 0,9

D2(V) = D2(4X —Y) = 42D2(X) + (—1)2D2(Y) = 16-440,9 = 64,9
b) E(U) = E(2X +3Y) =2E(X) +3E(Y)=2-3+3-10-0,9 = 33
E(V)=EMAX -Y)=4E(X) - E(Y)=4-3-10-0,9 =3

UV =02X+3Y)4X —Y)=8X2+10XY - 3Y2 = E(UV) =
=8F(X?)+10E(XY)-3E(Y?) =8E(X%)+10E(X)E(Y)—-3E(Y?) =
= 128, 3, deoarece X,Y sunt independente si E(X?) = D?(X)+
+[E(X)]? =4+3%2 =13, E(Y?) = D>(Y)+[E(Y)]?> = 0,9+(10-0,9)? =
= 81,9.

. _ E(UV)-E(U)E(V) _ 128,3-333 _
Atunci p(U, V) = VPO DY) VAToL9 0,741.

) P(T< X <13) =0 (8:3) — o (552) = ¢(5) — ¢(2) ~ 0,0227
d) Aplicam inegalitatea lui Cebigev = P(5 <Y < 13) =
— Py -9l <4)>1- 20 — 102~ 04, O

Se fac experimente asupra alegerii filamentului unui girofar pana cand
acesta este aprins. La fiecare experiment probabilitatea de succes este
%. Se cer media si dispersia numarului de experimente.

Solutie. Fie X v. a. ce reprezintd numarul de experimente. Atunci

¥ ( 2 3 k )
~ 2 k—1 .
Y S C T
k—1 1

E(X)—ik 4k_11—1§:k 4 =-.25=5
_kzl 5 5_5k:1 5 5 -

U= =
[SA1T=N

n
1 _ AN
Am calculat astfel : fie ¢ = 2 < 1. Stim qu =q- q
k=1 1-¢

n /
1— g" 1— 1)g" n+1
:>quk—1:<q‘ q ) _1-(+g" +ng"
k=1

1—¢q (1-q)?

o0 n
_ . _ 1
:>§qulznlirrologqu1:(1_ )2:25
k=1 k=1 q

n

=2 ()i ()
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_ 1—(n+1)¢" 4+ ng"t!
k=1 —a)
n
q— (n 4 1)qn+1 4 nqn+2
; (1—-¢)?
n /
_ — (n+1)g"*! + ng™t?
; (1—-q)?
. 1+ _( +1)2 n+ n+1(2 2+2 _1)+ n+2( 2+4 +1)
— q—(n q q (11711)371 q n n —
2 k=1 _ 7 2 k-1 _ _q.
:qu —nh_{goz:kq —7(1_(1)3 9-25
k=1 k=1
Deci E(X?) =1-9-25 =45
D2(X):E(X2)—[E(X)}2:45—25:20 ]

37. Intr-o bibliotecd sunt n carti numerotate de la 1 la n. Se scot la
intdmplare cartile din bibliotecd . Avem o "intalnire” dacd numérul
de pe carte coincide cu numarul extragerii. S& se calculeze media si
dispersia numarului total de Intalniri.

Solutie. La fiecare carte vom asocia o v. a. X;,i = 1,n definita astfel :
daca la extragerea ¢ cartea scoasa poarta numarul ¢, atunci X; = 1, in
celelalte cazuri X; = 0. Probabilitatea ca la extragerea ¢ sa obtinem
cartea cu numarul i este P(X; = 1) = I, deoarece exista o carte
favorabila printre cele n.

Deoarece fiecare variabila X; poate sa ia numai valorile 1 sau 0 =
— P(X;=0)=1-P(X;=1)=1-1.
Avem E(X;)=1-24+0-(1-1)=1

E(X7) =125 407 (1—-3) =

D2(XZ) = E(Xlz) — [E(XZ)]Z _ % . % _n—1

n
Numarul total de intalniri este dat de Y = ZXZ"
i=1

E(Y)=E(_Xi)=) E(X) = Z% =n- % =1
=1

=1 =1

n n
DX(Y)=D*)_X;) =) D*Xi)+2 Y  cov(X;X;), dar

i=1 i=1 1<i<j<n
cov(X;, Xj) = E(X;X;) — E(X;)E(X))
Cum valorile posibile ale lui X;X; sunt o §i 1 = E(X;X;) =1
P(X;X; =1)+0-P(X;X; =0) = =2t — iy deoarece X X; =
= 1 <= cartile cu numerele ¢ gi j au fost extrase la randul lor si
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sunt (n — 2)! permutari de cele n — 2 carti corespunzatoare acestui
eveniment.

Daca i # j, cov(X;, X;) = 771(”1 T~ 1.1l= n2(71—1)'
Deci D*(Y) = nD?*(X;) 4+ n(n — 1)cov(X;, X;) = 1. -

Fie X gi Y variabile aleatoare pentru care E(X) = -2, E(Y) =

= 4,D?*(X) = 4,D*(Y) = 9, iar coeficientul de corelatie p(X,Y) =
—0,5. Si se calculeze valoarea medie a variabilei Z = 3X? — 2XY +
+Y? -3

Solutie. BE(Z) =3E(X?) —2BE(XY)+ E(Y?) -3

Cum Dz(X) BE(X?) - [E(X)P = B(X?) = D*(X) + [E(X)]* =
=44+ (=22 =8si EY) =D*V)+[EY))?=9+42=25
cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) = E(XY)=EX)E(Y)+
+eou(X,Y) = E(X)E(Y) + p(X,Y)/D2(X)D2(Y) = (-2) - 4+
+(—0,5) - v4-9=—11

Deci E(Z)=3-8—2-(—11) + 25 — 3 = 68. 0

Fie A si B doud evenimente astfel incat P(4) = 1, P(B/A) = 3, P(A/B) =

= i. Definim variabilele X gi Y : X =1 sau X = 0 dupa cum se real-
izeaza sau nu evenimentul A; Y = 1 sau Y = 0 dupa cum se realizeaza
sau nu evenimentul B. Si se calculeze E(X), E(Y), D*(X), D*(Y),
p(X,Y).

Solutie. E(X)=1-P(A)+0-P(A°)
E(Y)=1-P(B)+0- P(B°) = P(B)
Stim c& P(ANB) = P(A)-P(B/A) = $-1 = %, dar P(B) = P(ANB) _

P(A/B)
= % = 2 = E(Y) = %
DX)=E(X?) - [E(X))P=1-4 =2
DXY)=E(Y?) - [EY)?=35-1=1
E(XY)=1-P(XY=1)+0-P(XY =0)=1-P(X=1)P(Y =1) =
=14=1
p(X,Y) = EXY)-EX)E(Y) _ 5713 _ 0 .

8 4 2
V/D2(X)D2(Y) \/1%

Persoanele A si B joacd in urmaétoarele conditii : se arunca 2 zaruri si
cand suma punctelor obtinute e mai mica decat 10, atunci B plateste
lui A suma de 5 dolari. In caz contrar, A plateste lui B o suma fixa
a. Sa se determine aceasta suma astfel incat jocul sa fie echitabil.
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41.

42.

Solutie. Fie X v. a. ce reprezinta suma punctelor obtinute prin arun-
carea celor 2 zaruri. X poate lua valorile 2, 3,...12.

Stim P(X < 10) + P(X >10) = 1.
1 2 3 4 5 6
A P(X < 10) P(X =— 4+ — 4+ —4+ —+ —
Ve Z ~ 3673636 36 36 36
to+ 35 = f=>P(X>10)—1—5:%'
Deci A castiga 5 dolari cu probabilitatea % si pierde a dolari cu proba-

bilitatea %. Pentru ca jocul sa fie echitabil trebuie sa avem %54— % a =

Jucatorul A plateste 1 dolar pentru fiecare participare la jocul urmator:
sunt aruncate 3 zaruri; dacd apare o singura data fata 1, atunci el
primeste 1 dolar; daca apare de doua ori primeste 2 dolari; daca apare
pe toate zarurile primeste 8 dolari; in alte cazuri nu primeste nimic.

a) Jocul este corect? (adica valoarea medie a castigului e nula ?)

b) Daca jocul nu este corect, cat ar trebui sa primeasca jucatorul atunci
cand apare 1 pe toate zarurile, pentru ca jocul sa devina corect?

Solutie. a) Fie X cé@tigul total; este o v. a. ce ia valorile —1,0,1,7.
: 2
Atunci P(X = —1) = (3 ) = P(X=0)=C3 5 (3) = 25

216
__2125_15 oy (1)3 1
P(Xfl)*CB’(é) ‘(6) a6 P(X =7) = (6) — 216"
Deci E(X) = —%, ceea ce Inseamna ca jocul nu este corect.
b) Daca a este castigul cand apare 1 de 3 ori, atunci E(X) = “5116}1,
astfel ca valoarea ceruta este a = 111. O

Un jucator are 15 dolari. Se arunca o moneda pana cand apare banul
pentru prima data ; in acest caz jucatorul primeste 1 dolar gi paraseste
jocul. Daca la prima aruncare apare stema, atunci el pierde 1 dolar
si continua jocul; daca si la a doua aruncare apare stema el pierde
2 dolari si continua ; daca la a treia aruncare apare stema, atunci el
pierde 4 dolari si continua ; daca si la cea de-a patra aruncare apare
stema jucatorul pierde ultimii 8 dolari. Sa se determine valoarea medie
a cagtigului.

Solutie. Fie p, probabilitatea de a aparea pentru prima data banul la
cea de-a n-a aruncare, iar X castigul jucatorului. V. a. ia valorile -15 si
1 cu probabilitatile P(X = —15) = P(stema apare la 4 aruncari)=
PX=1)=pi+p2+ps+ps=5+7+3+15= 10

Rezulta E(X) = 0, deci, in medie, jucatorul igi pastreaza capitalul. [

L
16°
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Se da ecuatia ax + by + ¢ = 0 in care coeficientii a, b, ¢ se determina
prin aruncarea unui zar. Sa se determine probabilitatea ca dreapta
astfel obtinuta sa treaca prin punctul de coordonate (—1,1).

Solutie. Experimentului de determinare a unui coeficient 1i atagam v.
a. X care ia valoarea numarului de puncte aparut :

1 2 3 4 5 6

11 1 1 1 1

6 6 6 6 6 6
Fie X1, X5, X3 v. a. corespunzatoare determinérii coeficientilor a, b, c.

Aceste v. a. sunt independente.

Dreapta trece prin punctul de coordonate (—1,1) cand —X; + Xo+
+X3 = 0. Deci trebuie sa se determine P(—X; + Xo + X3 =0) =

6
=P(X1=X2+X3) =) P(Xo+Xs=kAX1=k) =
k=2
6 6
1
= ZP (Xo+ X3 =k)P(X, = k) = 6ZP(XQ + X3 =k)=
k=2
_%(36+36+36+36+36) 752 o

Se considera numarul complex a + ib, unde a si b sunt determinti prin
aruncarea unui zar. Se cere probabilitatea ca numaéarul complex astfel
obtinut si se gaseasca pe cercul 22 + y? = 17.

Solutie. Asociem v. a. independente X si Y celor doua experiente de
determinare a numerelor a gi b. Numarul complex z = a+ bi se gaseste
pe cercul de ecuatie x2 432 = r? daca |z|? = 2, deci cand a®+b% = 2.

Fiecare din v. a. X gi Y are repartitia <} ? ? le ? ?)

6 6 6 6 6 6
P(X?+Y?=17) =) P(X*=k)P(Y?=17—-k)

=P(X?=1)P(Y? = Ii6) +P(X2=16)P(Y?2=1)= 2 O

Fiecare coeficient al ecuatiei a cos t—b = 0 se determina prin aruncarea
unui zar. Care este probabilitatea ca ecuatia data sa fie compatibila ?

Solutie. Cei doi coeficienti ai ecuatiei sunt v. a. independente. Fie
acestea X si Y, cu valori strict pozitive, avand aceeasi repartitie.

Pentru ca ecuatia data sa fie compatibila trebuie ca g < 1, deoarece
5> 0 si cosz ia valori in intervalul [—1, 1]

6
P(¥ <1)=P(Y <X) ZP ng):éZ(ng):

_1/1 2 3 3 4 5 6y _ 7
—g(g+é+é+a+a+é+é)—ﬁ =
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1 2

1
46. Presupunem ca variabila aleatoare X are repartitia X : (5 O).

47.

3 3
Facand transformarea de variabila Y = 2X, sa se afle functia de

repartitie Fy (y) a lui Y.

Solutie. Scriem functia de repartitie a lui X:

0, <5
Fx(z)=<¢ %, 5<z<10
1, =z>10

Avem Fy(y) = P(Y <y) = P(2X <y) = P(X < %) =Fx (%)
Asadar,

Fy(y) =

—wl— O
ke Ol rofke
\VARASVA
SM\@ Ut

IN

—

[an}

0
Fy(y) =4 3 10<y<20
1
]

Sa se determine a € IR astfel incat X ~ <§>, k € N sa fieo v. a..
3k
Sa se calculeze F(X), D?(X).

) a 1 1 1 1 2
Solutie. Z3—k:1:>2§252>1_127:>a:§

keEN kEN 3 ¢
2 1 2 k
SODILIERS 3L
3k k
keN 3 Spwrt
kx
Avem de calculat fi(1), unde fi(z) = 237:
keN
Pornim de la calculul i )—Zxk_z<$>k_ LI
ornim de la calculul sumei f(x) = % = 3) 1=
keN keN
kak—1 3 k 3
! _ _ / _ o .
=0 =) g =g W= 2= =40
keN kEN
Dec1E(X):%% 3
_ye 2 L2y
3k k
= et



62

48.

49.

CAPITOLUL 2. VARIABILE ALEATOARE

xk 1 kxk—1
Pornim din nou de la f(z) = Z@ =1 —z = fl(z) = Z =
5 e
kx 3z k“xt—
= @ = ol @) =) S = G-zf 2f'@) =Y
keN ) keN
(s Y _ s K _3 3 2y_23_1
_Q%W>—@ﬂﬁzizgk_ﬂ_4:$ﬂX)_34_2
keN
DA(X) = B(X?) — (B(X)? = ;1 =} ¥

Se da variabila aleatoare X cu urmatoarea functie de repartitie:

0, =<0
zZ0 0<z<1
F ) = 4 —
x(@) 2 1<z<?
1 T > 2

Se cer:

a) P1<X <2),P1<X<2/1<X<3);
b) densitatea de repartitie fx(x);

c) dispersia D?(X).

Solutie. a) P(1< X <2)=F(2)-F(l)=1—-1=2
P(1<X 3 3

PI<X<2/1<X<3)= pgingg = Fo-Fm 71
b)

0, <0

1

i 0<z <1

— / — 4 =

0, =z>2
c) D*(X) = E(X?) — E*(X)
E(X)= [ afx(z)dx = fol %daz—i—flz %dw =31
B(X?) = [% o fx(2)de = [§ Fdo+ [ e = 5
DX) = -3 =3 :

Se da functia

ﬂmz{eﬂx’wzo

0, z <0

Sa se determine constanta ”a” astfel incat functia sa fie o densitate de
repartitie.
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50.

51.

—a22
SOlU;i@. ffooo f(CC)dI‘ =1=1= fooo e—a,Qa;dx — _¢€ — /80 — a% —

—q==+1 O

Se da functia f(x) = m+-=.Se cer:

ex+e z
a) sa se determine constanta ”k” astfel incat f(z) sa fie o densitate de
repartitie a unei variabile aleatoare X ;

b) probabilitatea ca in doua observatii independente X sa ia o valoare
mai mica decat 1 si alta mai mare sau cel mult egala cu 1.
Solutie. a) Verificim [~ f(z)dz =1
1=/ e1‘+e—zdx =k [7 1+ ) sdr = karctge” /[§° = k] — k =
2 2
== /@) = @

b) Cum observatiile ficute asupra v. a. X sunt independente —>
P(X1<1,X2>21)=P(X1 < 1)P(X2 >1)= F(l)(l —F(1)) =

= ' Jw)ds (1 [l f@yda) = 2t
. (1 —- 2. floo ew+e Idx) = Zarctge(1 — 2arctge) O

Sa presupunem ca durata In minute a unei convorbiri telefonice la
distanta mare este data de urmatoarea functie de repartitie:

F(“")_{Q il pso

T
1
—=.e 3 — = $>0

Se cere sa se determine probabilitatea ca o convorbire :
a) sa dureze 6 minute sau mai mult de 6 minute;

b) sa fie mai mica de 4 minute;

c) sa fie egald cu 3 minute;

d) sa fie mai mica decat 9 minute dat fiind faptul ca a fost mai mare
de 5 minute;

e) sa fie mai mare de 5 minute, daca a fost mai mica de 9 minute.

Solutie. a) P(X >6)=1—F(6) = e 2+ 1e7 = 0,135
b) P(X <4) = F(4) =1—Le 3 — le=1 — 0,684
¢) P(X=3)=FB+0)—F@B3-0),unde F(3+0)= lim F(x),

z— 3,x>3
F(3-0)= lim F(z)=P(X=3)=(1-1e!—1e!)—

r— 3,x<3

_ <1 ~ Lol %ef[%]) —l(1-e1=0,316

d) P(X < 9/X >5) = LX) = FOLED)

e) P(X >5/X < 9) = Lo = HOL0) -




64

92.

93.

o4.

CAPITOLUL 2. VARIABILE ALEATOARE

Se da densitatea de repartitie

f(x):{ 1-1—z, 0<z<2

0, in rest

Sa se calculeze media si dispersia.

Solutie. Explicitam modulul si scriem

x, O<ze<l1
flx)=< 2—2, 1<x<?2
0, in rest
E(X fol 22dx + fl x(2—z)dr=1
E(X fo r3dr + f 22—-z)de =1
D2(X) — B(X?) - (B(X))? = L m

Cunoscand functia de repartitie a departarii stelelor de la steaua cea
mai apropiata este F(r) =1 —e —5mar? si numarul mediu de stele in
cubul parsec din vecinatatea soarelui A = 0,00163, si se afle valoarea
medie si dispersia variabilelor r.

Solutie. Densitatea de repartitie este f(r) = F'(r) = 4n\r e
= [y rf(r)dr = [;° ArArde= 3™ dp = = I wie~dy =

1
=T (1+3)=ir(3) Y& = \1;3(.67) ~ 3 (am facut schimbarea
de variabila z = 4w \r3)

= [y dmArte =57 e — ¢/ IGWZAQ I rietdy =
/ r(3)
= 167r2)\2F (1 + ) \/ﬁ

2 1 2
D) = B() - (B0 = s — (8 ) = S L

22
Se da functia f(z) = ke” 22" 1,0 <z < 0o. Se cer:

a) Sa se determine constanta k astfel incat f(z) sa fie o densitate de
repartitie;

b) Sa se arate ca E(X) = \@Fﬁé)) si B(X?) =

2
Solutie. a) 1 = k:fo " dx
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A . Y 2 .
Facand schimbarea de variabilda u = %-, obtinem

o1 oo n=2 _ . n_1q 1
1 =22 k’fo w2z e Ydu==Fk- 22 F(%):k m
2 n_1
_ L _ 2272 00 _q n_1 o
b) E(X) = 27_1F ) fo e 2 = T Jo et uz2"zdu =

2y — 1 o0 n+l,—% _ 22 0o B
E(X ) = 2%_1I‘(% f " e 2 dx = 27_1I‘(%) f() e %uzdu =
AT ) = T () = :

55. Densitatea de repartitie a v. a. X este data de functia
2z

k(1 + 933)%271677 —2<r <o
f(x) = 2 ’ a —

0, in rest

Sa se determine constanta k gi primele doud momente centrate ale
acestei v. a.

Solutie. [°% k(1 + %aj)%_le_%dx =1

Efectuam schimbarea de variabila x = —2 + t.

. -1 _2 2 _ b T?
Obtinem [ (2t)* ' iz e~ atdt = be Dot tetar = o E,
unde b = %

N
Deci k = TR
Aflam momentele centrate de ordinul 1 si 2.

_ ol oo b1,
Efectuam substitutia 1 4 ¢ = ¢.

. 262 -1 2 _p2

Obtinem E(X) = b @) fo b2t — 1)t e "Dt =
_p2oPl b2 b2 1N —p2 p2b2+1 '(b2+1) rv) ] _
= Twy Joo @ =t e dt = T | gt e ] =0

2y _ b1 b?—1o—b
E(X?) = 712 Jo 2?(1+ 7) Tdz.

Cu aceeasi schimbare de mai sus obtinem :
2) p20* -1 3(¢ )2 b2—1,-b2(t—-1) 74 _
E(X?) = orm Jo 7 v3( "l b (-l =
_ P [T(242) oD%+ | )] _
— T(b?) |:b2b2+4 —2 p2b2 42 + p2o2 | T 1 D

56. Calculati P(X < 1,Y > 1), stiind ca X,Y sunt independente si ca

sunt repartizate cu densitatea f(x) = a urmand a fi precizat.

_a
coshx’
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Solutie. P(X <1,Y >1)=P(X <1)P(Y >1)=P(X <1)(1—
—P(Y < 1)) (deoarece X si Y sunt independente)

f—oooof(m x_lzfmcoshxdw_lzfooﬁdlez

‘w\H

1:=¢(%

= arctgt/° = 5= =>a =2

™

— _ 1 oo 1 _ 1
QCLf ooez—l—e T t %dt_% f() 1+t2dt_ﬁ

+

Determiném funcgia de repartipie

Fx(z) = f ft) f o T coshtdt 7a‘rCtge

P(X < 1,Y > 1) = Fx(1)(1 — Fy(1)) = 2arctge(l — 2arctge) O
Fie X o variabila aleatoare care urmeaza o repartitie uniforma in inter-
valul [—1,1]. S& se determine densitatea de repartitie corespunzatoare

variabilei aleatoare Y = 2X2 + 1.

Solutie. Densitatea de repartitie a lui X este

1
— 29 T € [_17 1]
Ix(2) { 0, 1in rest

Functia de repartitie a variabilei Y este

R = P <) = P (1x] < /51) =2 (\/151) = o) =
- () () (/%) =

2.4, L .1 y—_le[—l,l]
friy) = EENEE ?
0, in rest
1
_)i(s) T —icy<s
0 in rest

O]

Sa se determine densitatea de repartititie a variabilei aleatoare ¥ =

= e¥, unde variabila aleatoare X urmeazi o repartitie normala de

parametri m gi o.

Solutie. Densitatea de repartitie a variabilei aleatoare X este fx(z) =
(z—m)?

_ 1 Iy

T o 27re ?

Functia de repartitie a lui Y este
Fy(y) = P(Y <y) = P(e* <y) = P(X <Iny) = Fx(Iny) =
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_ (ny-m)?

— fr(y) = Fy(y) = Fy(ny) = fx(ny)-(ny) = L. Loe™ 5

O

Fie X o variabila aleatoare a carei densitate de repartitie este

1

fx () = { gﬂ’

x| <
|z >

SEINTE

Sa se gaseasca densitatea de repartitie corespunzatoare variabilei Y =
=cos X.

Solutie. In (—g, %)7 functia y = cosx nu e monotona .

FY(:‘/) = f:%arccosy fX(:E)d'T + fa?ccosy fX(x)dx
Densitatea de repartitie a lui Y este

Iy (y) = Fy(y) = fx (= arccosy) - (— arccos y)'—
—fX(ar0002s y) - (arccosy) = fx(— arccosy) - S + fx(arccosy)-

1 1
/1_y2 U 1_y2

Sa presupunem ca variabila aleatoare X urmeaza o lege normala de

O]

parametrii 0 gi 1. S& se determine densitatea de repartitie corespunzatoare

variabilei aleatoare Y = | X |%

Solutie. Densitatea de repartitie a variabilei X este fx(r) = —=—e T
Functia de repartitie a lui Y este

1
Fy(y) = P(Y <y) = P(IX[? <y) = P(IX| <y*) =
= P(-y* < X <y?) = 2Fx(y*) = fv(y) = 2Fx (") = 2/x(v*)

4
. A
‘(y2),:2'7,12—ﬂ_6 2 2y:47%e 2 D

Fie X si Y v. a. independente distribuite Poisson cu parametrul X si
respectiv p. Se cere:

a) sa se arate ca v. a. X + Y urmeaza o distributie Poisson de
parametru A + u;

b) sa se arate ca v. a. X — Y nu urmeaza o distributie Poisson.

Solutie. a) Functia generatoare de momente a unei v. a. X ce urmeaza

o lege Poisson cu parametrul A\ este
o €AY A (PA)” A A(E-1)
— z — — — -
GX(t)—Zt o =¢ Z oo =e
=0 =0

Pentru v. a. independente X si Y , fiecare dintre ele dand nagtere la
o distributie Poisson cu parametrii A, respectiv p avem
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Gxiy(t) = A Derlt=1) — M+m(E=1) " care este functia generatoare
de momente a unei v. a. ce da nastere unei legi Poisson cu parametrul
A+ .

b) Avem Gx_y(t) = Gx(t)Gy (1) = At=Der(i =D expresie ce nu
poate fi adusa la o forma care sa reprezinte functia generatoare a unei
variabile Poisson. O

Sa se determine functia generatoare corespunzatoare variabilei X pen-
tru care se stie:

a) P(X <n);
b) P(X < n);
¢) P(X > n)

Solutie. a) P(X <n)+P(X >n)=1(1)
Notam P(X >j) =g Obglnem o functie generatoare Q(s) =
= Zq]sj Daca G(s ij unde p; = P(X = j), atunci Q(s) =

1G(s)
1-s °

Inmultim (1) cu s" §1sumam:>ZPX<ns + Qs Zs
n=0

_ 1 1-G(s) _ G(s)
C1-s 1-s 1-s

Cum |s|] < 1 = ZP(X <n)s"
n=0
b) Inmultim rela§1a P(X <n)+P(X =n)+ P(X >n)=1cus"si

sumam:>ZPX<n)s + G(s) +Q(s ):Zs —
n=0 n=0

— ip(x N e W lci C) . B ET
n=0

1-s 1-s 1-s
) Stim P(X >n)+ P(X < n) = 1. Analog obtinem
ZP(X > n)s" 1LG()

1—
n=0 o

Fie X o variabila aleatoare a carei functie generatoare este G(s). Sa
se determine functia generatoare corespunzatoare variabilei X + 1.

Solutie. Functia generatoare a variabilei X este Gx( an ,

unde p, = P(X =n),n=0,1,...
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P(X+1=n)=P(X =n—1)=py_1 = Gxs1(s an 5"

=s- an_lsnfl = sGx(s) O

Fie (X,,)n un gir de variabile aleatoare independente care iau valorile
0,1,2,...a—1 cu probabilitatile % Fie S, = X1+...+X,,. Se cere sa se
calculeze functia generatoare a variabilei .S, si functia corespunzitoare
probabilititii P(S, < 7).

Solutie. Cum (X,,), sunt variabile aleatoare independente = G, (s)
= [Gx,(9)]"

1—s" 1—s* 1"
_1 _
Z 1*8 iC;’Sn(s)_ |:CL(18):|
Inmul‘glm relatia P(S, < ]) + P(S,, > j) =1 cu s" i sumam —

Y P(S, < ) = G, (5) =
j=0

Dintr-o urna continand bile albe si bile negre se fac extrageri succesive
de fiecare data punandu-se bila extrasa Inapoi In urna . Se extrage
o bila alba cu probabilitatea p, iar o bila neagra cu probabilitatea
qg = 1 —p. Fie X o variabila aleatoare ce ia valoarea n daca pentru
prima oara obtinem o bila alba , urmata de una neagra in extragerile
de rang n — 1 si n. Se cer:

a) functia generatoare a variabilei X;

b) valoarea medie si dispersia variabilei X.

Solutie. a) Succesiunea cea mai generala ce poate conduce la aparitia
unei bile albe, urmata de una neagra la extragerile n — 1 gi n este
X1 : NN...NA, X9 : AA... AN, unde A (resp. N )=aparitia unei
bile albe (resp. negre)

Se poate scrie X = X; + X», unde X;(Xy)=variabila aleatoare egala
cu rangul extragerii in care s-a obtinut prima bila alba (neagra ). Cum
X1 si Xo sunt independente = G'x(s) = Gx, (s)Gx,(s).

Deoarece P(X, = k) = qlC p, avem Gx, (s qu ! 8

= psz qS 1 _qu
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Deoarece P(X2 =1) = p'~1q, avem Gx, (s ZPZ 'qs'
- qsz as) 1 —ps’

2
Asadar, Gx(s) = %.

b) Se stie cd E(X) = G’y (1) si D*(X) = G%(1) + G (1) — (G’ (1))2.
s(2—s
Avem Gy (s) = =it
2pq(1+pgs*—3pgs
Glx(s) = p(ql(fqg%(lfpigg’ :

Céand s tinde cétre 1, G%(s) tinde catre w.
. 1
Deci, E(X) = Gy (1) = ...
D*(X) = 5k
Se poate calcula direct P(X = n). Intr-adevar, pentru a avea X = n,
trebuie sa nu obtinem decat bile negre pana la extragerea de rang k,
bile albe de la extragerea de rang k + 1 la extragerea de rang n — 1,
apoi o bila neagra , unde k variaza de la 0 la n — 2.

n—2 k
Avem P(X qu k=20 = pq”_lz <Z> - palq p
k=0

q—p
Calculand func‘gla generatoare corespunzatoare variabilei X obtinem

1 n 1 S >
qu ) on _ qpf pZ[(qs)” — (ps)"] =
n=2

_ pqs
= 4s) (1=p9) O

Fie X1 ¢i X9 v. a. cu valori intregi pozitive sau nule. Densitatea
perechii (X1, X») fiind data de pjr, = P(X1 = j,Xo = k), func‘gia

generatoare corespunzatoare se defineste prin G(s1, s2) E p]kslsQ

Se cer:

a) sa se determine functiile generatoare G (s1) si Ga(s2) ale variabilelor
X1 1 Xo;

b) sa se determine functia generatoare G 2(s) a variabilei X + Xo;

sa se arate ca variabilele X7 si X9 sunt independente daca si numai
daca G(s1,s2) = G(s1)G(s2).

Solutie. a) Fie pj = P(X1 = j). Deci p; = ijk si Gi(s1) =

k
= Z Zpak sl = pjus] sau Gi(s1) = G(s1,1)

Jik
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67.

68.

Analog Ga(s2) = G(1, s2).
b) Fie¢g=P(X1+Xo=1) = Z Pjk

J.k,j+k=l
Urmeaza ca G12(s) = chsl = Z( Z pjr)s’ = Zp w8 st sau
! I jkjt+k=l

Gl,g(s) = G(S, S).

c) A spune ca X si X sunt independente este echivalent cu pj, = p;qx,
unde gy = P(X2 = k).

Deci G(s1, s2) ijqkslsQ sau G(s1,s2) Zp]sl quSQ si
7.k

G(Sl, 82) = G(Sl)G(Sg). O
Care din urmatoarele functii este functie caracteristica :

a) ¢1(t) = sint;

b) a(t) = cos®t;

¢)
~1, t<0

Solutie. a) p1(0) =0 # 1, deci ¢1 (t) nu e functie caracteristica
it o—it ) 2 .
b) a(t) = cos?t = <7et+2€ t) et 4 et 4 1
Deci, ¢s(t) e functia caracteristica corespunzétoare variabilei
-2 0 2
X~ ( 1ol 1)
i 2 1

¢) ¢3(t) nu e continua , deci nu e functie caracteristica O
Fie X o variabila aleatoare ce ia valorile x = 0,1, ... cu probabilitatile
P(z)=e2. 2 . Se cer:

a) functia caracteristica ;

b) valoarea medie si dispersia.

t 2 - ite 2" 2 - (2¢")"
Solutie. a) px(t Ze‘ “Plx)=e" Zelx-a =e Z =
=0

=0

—e 2. eQe _ 2(e1t71)

b) Se stie ci E(X) = £ 4 B(x?) = £

Avem ¢/ (t) = 22" D) — /(0) = 21 = E(X) =2

o'(t) =2 2pite2(e—1) 4 4i262(e! —1) ¢"(0) = 612 = —6 = E(X?)
=6= D*X)=FE(X?) - (E(X))?=6—-4=2

Ol
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Se arunca 2 zaruri. Sa se scrie functia caracteristicd a variabilei
aleatoare X care ne da numarul de puncte obtinut pe cele 2 zaruri.

Solutie. Fie X1= v. a. ce da numarul de puncte obtinut pe primul
zar, Xo=v. a. ce da numarul de puncte obtinut pe al doilea zar

Atunci X = X7 + X
Cum X1,X5 sunt independente => px (t) = E(e''X) = E(e it(XlJFXQ)) =

= E(e" ) E(e"Y?) = px, (t)px, (), unde ¢x, (1) = ¢x, (¢ 626“’“

O]

Se dau 2 urne A si B care contin bile albe in proportii cunoscute. Din
urna A se scoate o bild si se pune in urna B. Din urna B efectuam
apoi 3 extrageri succesive, punand de fiecare data bila alba inapoi in
urna Sa se calculeze functia caracteristica corespunzatoare numarului
de bile albe obtinut in aceste 4 extrageri.

Solutie. Fie a=numarul de bile albe din urna A, b=numaérul de bile
negre din urna B, a=numaérul de bile albe din urna A, f=numarul de
bile negre din urna B.

Fie X v.a. ce da numarul de bile albe obtinut in cele 4 extrageri; X
poate lua valorile 0,1, ...4

3
P(X =0)= 345 - (555)

3 2
— 1) — 8 B+1
PX=1)= 5" (m) ot O3 arhm (a+3+1>
2 2
— 9\ — 1 +1 8 B+1
PX =2)= aib G5 aiﬁﬂ ' (a+ﬁ+1) a+b C3 (a+ﬁ+1) T atptl
2 3
_ 9y — 2 (_at1 B8 b
PX=3)=35C5 (aiml) aF T T o (a+%+1>

3
— — _a a+1

3 2
_ X\ b B+1 +1 8
SOX(t) - E( ) T a+ (a-i—ﬂ-i—l) + [a+b 03 a—?—ﬂ-ﬁ-l ) (a—l—ﬁ—f—l) +
2
B+1 it +1 8
a+b & <a+ﬂ+ ) a+6+1 e+ [a+b Cs - aiﬁ—&-l ' <a+ﬁ+1) +
2
b B+1 .21t +1 g b
+a+b <a+ﬁ+1> a+ﬁ+1 et [a+b C'3 (aiﬁﬂ) "atprl + o

5. 3, a 3 it
'(a+6+1> e + o <a+ﬂ+1) € o
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Sa se calculeze functia caracteristica a variabilei aleatoare X care are
densitatea de repartitie

0, |z| > 2

2 2
Solutie. px(t) = [ fx(z)edr =1 [% ( B %\) ot Jp —
= %f; ( +%) eldy + 2f0 (1 — ,2 1tx_ai$_ 2f0 (1 _ ,) et gy 4
+5Jy (L=%)ede = [ (1 - §)- <5 —de = [7 (1 - §) costadr =

€
_ smta: 1 smtac 2 sin tx _ sm2t
= /3~ 2 <$ /6~ Jo Ftdz ) ="y -

_% (231;1215 ? . ( costx) /0) 2152 (COSQt _ 1) _ s1;/122t ]

Sa se afle densitatea de repartitie corespunzatoare functiei caracteris-
tice @(t) = eI,

Solugie. Aplicam formula de inversiune a functiei caracteristice scrisa
cu ajutorul densitatii:

flz) = % e “ltle—itz gy — 217r [ff)oo ele 12t + fooo efte*imdt} =

=5 [5° e*t( —itz 4 elm)dt =1 [*elcostadt = L(—e " costa) /5~
—Z [ e~tsintrdt = + (Ze~tsintx) /& — % Jo et costadt = L—

_x2f< ) = f(z) = (1+a;2) 0

Fie X o v. a. repartizata normal N(0,1). Se cer:

o . . L 2
a) Sa se determine functia caracteristica a v. a. XT;

b) Daca X; si Xo sunt v. a. independent repartizate N(0,1), sa se
. . T X2-x2
determine functia caracteristica a v. a. ¥ = =1-2.

1 V2 oo 425 1 1
2 *TO \/? 1—1tf*<>0e ydy_ﬁ 1—it
\/7?:\/1711‘,
1
b) ¢ _xa (1) =Pz (t) = (1+it)2

Cum X, §i Xp sunt independente = oy (t) = @2 (t) - 2 (t) =
X .

= (1—it)2(1+it)"2 = (1+¢2)2 O

Fie X si Y v. a. independente care urmeaza o aceeasi repartitie. Sa
presupunem ci dispersiile sunt finite. S& se arate ca daca X + Y si
X —Y sunt v. a. independente, atunci X si Y sunt normal distribuite.
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Solutie. Fara a restrange generalitatea, vom presupune ca E(X) =
=E(Y)=0,D*X)=D*Y)=1.

Cum X si Y sunt independente, daca notam cu ¢(t) functia carac-
teristica , atunci X 4+ Y are functia caracteristica ¢?(t), iar X — Y,
p(t)(—t).

Daca X +Y si X — Y sunt v. a. independente, functia caracteristica
a variabilei X +Y 4+ X — Y = 2X este ¢(2t) = p?(t)o(t)p(—t) =

=P’ (t)p(—t) = *()e(t) (1)

Se vede ca p(t) # 0. Intr-adevar, daca ¢(t) = 0, pentru o valoare
oarecare a lui ¢, atunci daca in loc de ¢t punem % avem ¢ (%) =0, deci
@(27) =0,n=0,1,2,.

Cum ¢(t) este o functie continua obtinem ca ¢(0) = 0, ceea ce ne duce
la contradictie deoarece ¢(0) = 1.

Introducem notatia 1(t) =g p(t). Din (1) rezultd ca ¢ (2t) = 3 (t)+
+(=t) (2)

In (2) ludm —t¢ in loc de t: (—2t) = 3(—t) + ¥ (¢) (3)

Din relatiile (2) si (3), notand ¢ (t) — ¥(—t) = d(t) obtinem 6(2t) =
— 26(1) (4)

Am presupus ca F(X) = 0,D*(X ) , deci ¢(t) este diferentiabila
de doud ori in punctul t = 0, ¢'(0) = (0) = —1, deoarece E(X) =
20 p2(x) = B(x?) = £

Rezulta ca si functia 9 (t), deci si 6(t) este diferentiabila in t = 0.
Avem ¢'(0) = 0,4 (0) = —1, deci ¢'(0) = 0 si in plus §(0) =

In (4), daca punem % in loc de t, avem (t) = 20 (%) si, In general,

t
§(t) =26 (&), deci é(t) _ X ”),n:0,1,...

2n

Daca n — oo obtinem @ =0, deci 6(t) =0

De aici rezulta ca ¢ (t) = ¢(—t). Asadar, ¢ (¢
Tinem seama de (1) si obtinem (2t) = 44 (t

) este o functie para .
) sau (t) = 49 (L).
¥(5v)
()
Tinand seama de dezvoltarea in serie ¢ (h) = 1 (0)+he)'(0)+ giw”(O) +

Rezultd ca 1 (t) = 4™ (54 ) si de aici (t)

" 2
O(h?) se vede ci ¥(h) = 24O + O(h?), unde Jim O}(g ) _ g
Deci, daca n — oo obtinem % = w/;(o) = —% de unde rezulta ca

2
o(t) = e_%, deci X §i Y sunt normal distribuite. O
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Fie X1,... X, v. a. independente, pozitive urmand aceeasi repartitie
definita de densitatea A\e™%. Se cere si se determine repartitia vari-

n
abilei Y = ZXk-

k=1

Solutie. Calculam functia caracteristica corespunzatoare variabilei X.

px, (1) = [o A AelTdr = X [ et dy = 25

Deoarece X}, sunt independente avem ¢y () = ()\iil”t)n

. . . . o n —itx
Formula e inversiune a lui Fourier ne da fy (x) = é\—ﬁ I 0 )Gf—it)" dt.

Aceasta integrala se rezolva cu ajutorul reziduurilor folosind functia

—itz . . v . N .
g9(z) = (/\G_T)n si conturul, un semicerc de raza R, ce contine in interior
punctul —i\.

Avem ffiRg(z)dz + Jr, 9(2)dz = 2miRez(g, —iN).

Deoarece zg(z) — 0, cand |z| — oo rezulta fFR g(z)dz — 0, cand
R — oc. '

—itx

Deci [ &Wdt = —27iRez(g, —iM).

Pentru a calcula reziduul functiei g in —i\ punem z = —i\ + «a, g(z)
efiz(fi)\ﬁ»a) . ef)\z n—1

. n—12"" (i
S (7ia)n[1—1xa—|—...+(—1) 1%—!—}

devine

v . n—1,—Az
In aceasta dezvoltare termenul lui é este é . %, de unde

A 00 —itx o A" . o
o ‘(;1‘?)” dt = —5z2mi- xfi(nfl)! = -1

Pentru x < 0 se foloseste conturul simetric in raport cu axa reala .
Functia considerata fiind olomorfa in domeniul considerat, integrala
este nula . Deci, densitatea de repartitie a v. a. Y este

n-lg—Az A" —)\zxn—l_

e

0, z <0
fY(I') - { ﬁe*/\ﬁxnfl7 > 0

Se stie ca daca X si Y sunt v. a. independente, atunci x4y (t) =
= @x(t)py(t). Sase arate ca proprietatea inversa nu are loc intotdeauna.

Solutie. Fie vectorul aleator (X,Y’) care are densitatea de repartitie
data de expresia

T +ay(@® —y?), |z <10yl <1
0, in rest

f(w,y)Z{

Vom arata ca v. a. X si Y sunt dependente.
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= 1 [ ey —y)ldy = §
—ifll +ay(@® —y?)ldy = 3
Agadar, Ix(@)fy(y) = 1 # f(z,y), deci v. a. X si Y sunt dependente
Sa gasim acum densitatea de repartitieav. a. Z =X 4+Y
Avem fz(z) = [T f(z,z — x)dx
Cum f(:c,y) # 0 pe domeniul |z| < 1,]y| < 1, f(z,z —z) # 0 pe
domeniul |z| <1,]z —z| < 1.
Daca z <0, atunci z— 1< —1l,iar z4+1<1
Asgadar,
fz(z) = fz+1 flz,z —z)dx = %ffiﬂ(l — 2% + 32222 — 222%)dx =
4(2—1—,2), daca —2<2<0
Daca z > 0, atunci z — 1> —1,z+1 > 1, deci
z) = le_l f(z,z —2)de =% zl_l(l — 223 4 32202 — 220%)dx =
:%(2—2), daca 0 <2< 2
Calculam acum functiile caracteristice ale v. a. X,Y si Z.

it —it

_ 1l itz el'—e __ sint
Avem ¢x(t) =5 [7, ®dr = SFF— = =L

sint

Analog oy (t) = 9.

=1 f (2 + 2)e™*dz + 1 fo Je*dz = i ) 276211576_m =
21t 7211& 2
= (1_ ) ) :W(l_COS%): (*3)
Prin urmare, @z(t) = px(t)py (). O

Fie X si Y v. a. independente care urmeaza o lege Poisson de
parametru A1, respectiv Ao. Sa se arate ca distributia lui X conditionata
de X 4+ Y este o distributie binomiala gi anume

. Al
A+ A

P(X=k/X+Y =n)=0k;n

Solutie. Deoarece X i Y sunt v. a. independente avem ¢ x 1y (t) =
= ox(t)ey(t) = et 1) ceea ce aratid ci variabila X + Y

urmeaza o lege Poisson de parametru A\; + A2, deci P(X +Y =n) =
_ (>\1+?\2)"e—()\1+>\2)
n:

Prin definitie P(X = k/X +Y =n) = PX=k)P(Y=n-k) _

P(X+Y=n)
—k
Ao 2 Y
we oy 2

nl A k Ao n—k
T B (g (R (A1+A2> <A1+)\2) , de unde

k n—k
A A
P(X=k/X+Y =n) = k'(n &)l (MTl/\Q) (1 N /\14:)‘2) satl
P(X =k/X +Y =n) = b(k;n;

’ >\1+/\2)
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2.3 Probleme propuse

1. Intr-un numar de 1000 lozuri , 10 sunt castigatoare. Se cumpara 20
lozuri. Care e probabilitatea de a avea :
a) 2 lozuri cagtigatoare;
b) 4 lozuri castigatoare.
R: a) ChCli
1800
C4 016
b 107990
)
2. Intr-o cutie de chibrituri contindnd 41 bete, 3 sunt fara gamalie. Scotand
16 bete la intamplare, sa se determine probabilitatea ca printre acestea
sa se gaseasca cele 3 bete defecte.

01303
R: 383
Cip

3. Intr-o urna sunt 25 bile, dintre care 14 albe gi restul negre. Se extrag
dintr-o data 2 bile. Sa se calculeze probabilitatea ca ele sa fie de culori
diferite.

R: ClsCh

025

4. Productia zilnica a unei fabrici este de 550 piese. In medie merg la
rebut 3 °/q din piesele fabricate. Din productia de 2 zile se trimit 1000
de piese Intreprinderii A. Sa se calculeze probabilitatea ca 980 dintre
aceste piese sa fie bune.

R. Choca

1000
Cl 100

5. Din 20 de unitati agricole, 15 gi-au realizat planul la insamantari. Sunt
alese la intdmplare 10 unitati agricole si se cere probabilitatea ca:

a)dintre acestea 6 sa-si fi realizat planul;
b) cel mult 4 unitati agricole sa nu-si fi realizat planul;
c) toate cele 10 unitati analizate sa aiba planul indeplinit.

cs.ct
R: a) é:”%g*’

4 Ak10—k
b C5Cis
ClO
k=0 20
Cig
c) Qs
) of
6. Avem 52 obiecte dintre care 4 poarta un semn distinctiv. Impartindu-
se aceste 52 obiecte In 4 grupe egale, care e probabilitatea ca in fiecare
grupa sa se gaseasca un obiect cu semnul distinctiv?
R: CECL. Cal | ool
C52 C’39 026
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10.

11.
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. Se arunca 7 monede. Care e probabilitatea ca sa apara de 5 ori stema

si de 2 ori fata?
R 7 (3)° (3)°

. La controlul de calitate este controlat un lot de piese. Probabilitatea

ca luand la intamplare o piesa din lot sa fie defecta este 0,005. Sunt
controlate 100 piese din lot, care sunt luate pe rand si puse fiecare
inapoi in lot dupa ce a fost controlata . Se cere probabilitatea ca intre
cele 100 piese controlate sa avem cel mult 4 piese defecte.
4
R: P = Cfy(0,005)%(0,995)'%0*
k=0

Doi adversari cu sanse egale joaca sah. Pentru unul din ei, ce este mai
probabil, sa cagtige:

a) 2 partide din 4 sau 6 partide din 87

b) cel putin 2 partide din 4 sau 6 partide din 87

R: a) CZ (5)° ()" > CS (3)°(3)°

b) C} 24 +C'424 +Cf 24 > 0828 0828 +0828

O societate comerciala are 6 debitori. Probabilitatea ca la sfarsgitul

unei luni un debitor sa fie solvabil este 0,8. Sa se determine probabil-
itatea ca:

a) toti debitorii sa fie solvabili;
b) nici un debitor sa nu fie solvabil;
c) 4 debitori sa fie solvabili;

d) cel putin 2 debitori sa fie solvabili;
e) 4 debitori sa nu fie solvabili;

)

f

g) cel mult 2 debitori sa nu fie solvabili.

societatea sa nu mai aiba debitori;

6
R: a) (0,8)% b) (0,2)% ¢) C5(0,8)* d) Y CE(0,8)%(0,2)% %
k=2
6
e) C2(0,8)2(0,2)*; g) Y _CE(0,8)F(0,2)5F
k=4

Fie urnele Uy cu 2 bile albe si 3 negre, Uy cu 3 bile albe si 2 negre si
Us cu 2 bile albe gi 2 negre. Sa se determine probabilitatea ca facand
cate o extragere din fiecare urna , numai o singura bila sa fie alba .

R: Probabilitatea este coeficientul lui ¢ din expresia (%t + %) . (%t + %) :

(3t+3), adicip= 12
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12.

13.

14.

15.

O urna contine 5 bile albe gi 3 negre, o altd urna 6 bile albe gi 2 negre
si a treia, 7 bile albe si una neagra . Se extrage cate o bila din fiecare
urna . Sa se determine probabilitatea ca 2 bile sa fie albe gi una neagra

R: Aplicidm schema lui Poisson si gisim ca probabilitatea ciutata este
dats de coeficientul lui 2 din produsul (%t + %) . (%t + %) . (%t + %)

In 3 loturi de produse 4°/¢,3%/q si respectiv 5°/¢ sunt defecte. Se
extrage la Intamplare cate un produs din fiecare lot. Sa se afle proba-
bilitatea ca:

a) un produs sa fie defect;

b) un produs sa fie corespunzator;

c) toate produsele extrase sa fie corespunzatoare;
d) toate produsele extrase sa fie defecte.

R: a) Folosim schema lui Poisson cu 3 urne. Probabilitatea este coefi-
cientul lui ¢ din dezvoltarea p3(t) = (0, 04¢+0, 96)(0, 03t40, 97)(0, 08¢+
+0,92)

b) Probabilitatea este coeficientul lui #? din dezvoltarea lui p3(t)

c) Probabilitatea este coeficientul lui t° din dezvoltarea lui p3(t)

La un concurs de manageri se prezinta 3 candidati. Fiecare candidat
primeste un plic care contine 4 bilete, iar pe fiecare bilet este scrisa
o intrebare de management in comert sau in turism. Plicul primu-
lui candidat contine o intrebare din comert, , plicul celui de-al doilea
candidat contine 2 intrebari din comert, , iar plicul celui de-al treilea
candidat contine 3 Intrebari din comert . Fiecare candidat extrage la
intdmplare un bilet din plicul ce i-a fost repartizat. Sa se calculeze
probabilitatea ca:

a) toti candidatii sa fie examinati din management in comert, ;

b) un candidat este examinat din management in comert, ;

¢) nici un candidat nu este examinat din managementul in comert; .
R: Folosim schema lui Poisson cu 3 urne.

a) coeficientul lui ¢* din dezvoltarea (3t + 3)(23t + 2)(3t + 1)

b) coeficientul lui ¢ din dezvoltarea anterioara

c) coeficientul lui ¢ din dezvoltarea anterioars,

O unitate agricola primeste in cursul unei saptamani 160 de camioane
cu grau provenit de la 3 depozite A, B, C'. Probabilitatea ca graul sa
provina de la depozitul A este 0,5, de la depozitul B este 0,3 si de

la depozitul C este 0,2. Care este probabilitatea ca din cele 160 de
camioane 90 sa fie de la depozitul A, 20 de la B si restul de la C?

. _ 160! 90 20 50
R: 90!20!50!0’ 570,370,2
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16

17.

18.

19.

20.

21.

CAPITOLUL 2. VARIABILE ALEATOARE

. Sa presupunem ca un fenomen aleator X urmeaza o lege normala de
parametrii m = 2 gi 0 = 2. S& se calculeze: a) P(0 < X < 3);
b) P(|X| <1);¢c) P(-1< X <1/0< X <3).
R:a) PO< X <3)=®(3)+®(1)—1=0,533
b) P(IX|<1)=®(3) —®(3) =0,242
c) P(-1<X <1/0< X <3)=0,281

Fie X,Y variabile aleatoare independente, X,Y ~ N(a,0). Sa se
calculeze coeficientul de corelatie al variabilelor aleatoare U = a X+
+8Y,V=aX —-8Y,a,8 € R,a,0 #0.

22
R: p(U,V) = gQTgQ

o . -1 0 1 <
Variabila aleatoare X are repartitia X ~ (0’2 0.3 0. 5). Sa se

calculeze valorile medii E(X), E(2X), E(X + 1), E(2X + 1), B(X?),
E((X —0,3)%).

R: E(X)=0,3,E(2X) = 0,6, E(X+1) = 1,3, E(2X+1) = 1,6, B(X?) =

=0,7, E((X —0,3)%) = 0,61

Doi jucatori de tenis joacd in 4 meciuri 12 seturi. Considerand ca
probabilitatile celor 2 jucatori de a castiga un set sunt egale, sa se
calculeze valoarea medie, dispersia si abaterea medie patratica a vari-
abilei aleatoare ce reprezinta numarul de seturi castigate de unul dintre
jucatori.

R: P(X =) =C% ()" (1) 7,2 =0,12
E(X)=np=6,D*(X)=npq=3,0=+/D%X) =13

Daca variabilele aleatoare X si Y sunt legate prin relatia Y = aX +0
cu a # 0,b constante, atunci

1, a>0
p(X,Y)Z{ 1 a<0

Se considera variabilele aleatoare X si Y de densitati

1 lz] < 1
— av1—x2’

0, <0
fy(x) = { .

bxe” 2, >0

[N

Sa se determine constantele a si b astfel incat functiile date sa fie
densitati de probabilitate.

R:a=mb=1
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22. Se dau functiile

Az, 0<z<5b

a)f(x) =49 A(10—z), 5<zx<10
0, in rest
Ae™5, >0

0w ={ o
Pentru ce valori ale lui A functiile de mai sus sunt densitati de repartitie?
R: a)A = %
bA= L

in rest

23. Fie X o variabild aleatoare a carei functie de repartitie este

0, =<0
o 0<x<1
5, l<a<?2
Fx(z) = %, 2<2<3
g 4<z<8
L1, >8
Se cer:
a) densitatea de repartitie;
b) P(2 < X <5);
c) P2< X <5/1<X<6)
R: a)
%, 0<zx<l1
1
2 2<x<3
Fx(@) = §,4<m§8
0, 1n rest

b) P2< X <5)=
) P2< X <5/1<X<6)=1

24. Se da functia

0, in rest

ﬂm:{\ﬁﬂw il

Se cer:

a) sa se determine constanta a astfel incat f sa fie densitatea de
repartitie a unei variabile aleatoare X;

b) functia de repartitie;
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25.

26.

27.

28.

CAPITOLUL 2. VARIABILE ALEATOARE

R a)a:% )
0, x< -l
Fx(z)={ Zaresin®+3, —l<a<l
1 x>

) PO<X<I)=3

Fie X o v. a. repartizata exponential de parametru A = % Sa se afle
P(1< X <3)si BE(X™).

R: P(1<X <3) —e 12

E(X") = & =2/

Se dau densitatile de repartitie

xta) = {

2x, O<ax<l1
0,1n rest

=], fa] <1

b)fx(z) = { 0, 1n rest

Sa se calculeze valoarea medie gi dispersia variabilei X.
R: a)E(X) =2, D*X) =%
b)E(X) =0, D*(X) = 3

Se dau functiile de repartitie

0, <0
a)Fx(z) =< 2% 0<z2<1

1, z>1

0, x<0
b)Fx(z)={ z2, 0<z<1

1, z>1

Sa se calculeze valorile medii si dispersiile corespunzatoare.
R: a)E(X) = %,D*(X) = 1

18
LE(X) =3 D*(X)= &

Fie X o variabila aleatoare a carei densitate de repartitie este

cln(%), 0<z<a

Fx(@) = { 0, in rest

Sa se determine constanta c si sa se calculeze valoarea medie, momentul
de ordinul doi si dispersia variabilei X.

2 2
R:c= L E(X) =4, E(X) = B(X?) = %, D*(X) = If;
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29.

30.

31.

32.

33.

Se considera v. a. X cu densitatea de repartitie

aze ™k 0<z

Fx(z) = { 0, in rest
a) Sa se determine constanta «;
b) Sa se afle functia de repartitie;

c) S4 se calculeze P(0 < X < 1).

3
ta) o=t
b)
0, <0
Fx(z) = 1—%671@5, 0<z<1
1, z>1

g PO<X<i)=1-2

Fie X o variabila aleatoare ce urmeaza o repartitie uniforma in inter-
valul [—1,1]. S& se determine densitatea de repartitie corespunzatoare
variabilei aleatoare:

a) Y =e¥;
b)Y =2X +1
R: a)
Lo loy<e
Friy) = { (2)? ien rest
b)

fy(y):{ 1 —l<y<3

0, in rest

Sa presupunem ca variabila aleatoare X urmeaza o lege normala de
parametrii 0 si 1. Sa se determine dens1tatea de probabilitate core-

spunzatoare variabilei aleatoare Y = | X ]

y6

R: fy(y) = %o,y >0

Fie X o variabild aleatoare a carei functie generatoare este G(s). Sa
se determine functia generatoare corespunzatoare variabilei 2.X.

R: Gaox(s) = Gx(s?)

Fie X o variabila aleatoare ce ia valorile x = 1,2, ... cu probabilitatile
2 r1\z—1

P(z)=3%(5)" - Se cer:

a) Functia caracteristica ;

b) valoarea medie si dispersia.
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34.

35.

36.

37.
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R: a) o(t) = 2

3—eit
b) B(X) = §, D(X) - }

Se da functia caracteristica o (t) = X (el +1)2. Sd se determine functia

de repartitie corespunzatoare.

R:
0, <0
1
7, 0<x<1
Pa)=9 4 109
1, >2

Se da functia

O B+

0, z <0
Se cer:
a) sa se verifice ca f este o densitate de repartitie;
b) sa se scrie functia caracteristica ;
c) valoarea medie si dispersia.
R: b) ¢(t) = 11
c) B(X)=1,D*X)=1

Sa se afle functia caracteristica a variabilei aleatoare X cu densitatea
de repartitie

0, r<a—c
1
_ z(@—a+c), a-c<zr<a
fX(‘T) _C%(x_a—c)’ a<zr<a-+c
0, r>a+c

tc

. s ote 2
R: ox (t) — elta <Slrt:c2 )

2

Sa se afle functia caracteristica a variabilei aleatoare X care are functia
de repartitie
0, z<a

Fx(z) = { 1—e®@a g>gq

2 ita
R: ox(t) = 226—175




Capitolul 3

Vectori aleatori

3.1 Notiuni teoretice

Definitia 3.1. Functia de repartitie a unui vector aleator d-dimensional
X = (X1,...,Xq) este functia Fx: R? — [0, 1],

Fx(xl,...,:td) IP(Xl <331,...,Xd<l'd)

Proprietatile functiei de repartitie
1) F este crescatoare si continua la dreapta in fiecare dintre variabile
2) limOFX(azl, ce 7$d) = 0,] = 1,d

Tj—

3) AuibDagby - - - ADagp, Fx(x1,...,24) > 0 pentru orice a; < b;,i = 1,d,
unde s-a notat Ay p, Fx(21,...,%4) = Fx(21,...,2j-1,bj, %41, ... ¥q)—
—Fx(xl, sy Lj—1,Q5, Tjg1y - a;d)

Definitia 3.2. Vectorul aleator X = (Xj,..., X;) admite densitatea de
probabilitate (de repartitie) f(z1,...,z4) daca

T Tq
Fx(xl,...,l’d):/ / f(tl,...,td)dtl...dtd
—0o0 —0oQ0
In acest caz, pentru orice multime boreliand M C IR?, avem

P(XGM):/.../f(tl,...,td)dtl...dtd

Observatia 3.1. Componentele Xy, ..., Xy sunt independente daca si nu-
mai daca vectorul X = (X1, ..., Xy) are densitatea f(z1,...,zq) = f(x1)... f(xq),
unde f(x1),..., f(zq) sunt densitatile v. a. Xi,..., Xg.
Fie h: R? — R o functie misurabild Borel. Variabila aleatoare Y (w) =
= h(X1(w),...,Xg4(w)), care se noteazad Y = h(Xy,..., X)) este o functie
de v. a. (X1,...,Xq).
Daca vectorul aleator X admite densitatea f(x1,...,z4), atunci functia
de repartitie a v. a. Y = h(Xy,..., Xy) este data de

85
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y)=[... fMy f(t1,...,tg)dty ... dtg, unde integrala d-dimensionala este

calculatd pe multimea My = {(z1,...,zq) € RY/h(x1, ..., xq) < y}.
Valoarea medie a v. a. Y este

/ /d (t1, .. tq) f(t1, ... tq)dty ... dtg
Ry

Dacii h: R? — RRY este un difeomorfism cu jacobianul D(z1,...,xq), iar
X = (X1,...,Xg) este un vector aleator cu densitatea f(z1,...,zq), atunci
Y = h(X1,...,X4) este un vector aleator cu densitatea g(z1,...,24) =
_ [ (@,za))
[D(z1,..,z4)]
In particular, daca A este o matrice nesingulara de dimensiune d X d,
X1
meRY jar Y =A | : | +m, atunci Y are densitatea g(x1,...,zq) =
Xn
A=Y (z—
= W, unde x = (x1,...,2q).

Daca vectorul aleator bidimensional (X,Y’) are functia de repartitie
F(x,y), atunci functiile de repartitie ale celor doua componente sunt repartitiile
marginale ale lui F(z,y), i.e

Fx(x) = lim F(z,y), Fy(y) = lim F(z,y)
Yy—00 Tr—00

Daca (X,Y) admite densitatea f(x,y), atunci densitatile v. a. X g1V

sunt densitatile marginale ale lui f(z,y), i. e

/ f(z,y)dy, fy(y / f(z,y)d

Definitia 3.3. 1) Fie (X,Y) un vector aleator cu densitatea f(x,y) ale
carei densitati marginale sunt f;(z), f2(y), atunci pentru orice z,y € R cu
fi(x) # 0, densitatea variabilei Y conditionata de X = z este data de
fy/e) =25

Pentru orice z fixat, f(y/x) este o densitate de probabilitate, asociata
repartitiei v. a. ”Y conditionata de X =z” .

In particular, P(Y < a/X =z) = [*__ f(y/z)dy

2) Media variabilei Y conditionata de X = x este

E(Y/X =) = / " yf(y/a)dy

3) Daca notam g(z) = E(Y/X = z), atunci v. a. ¢(X) se noteaza
E(Y/X) si se numeste media lui Y conditionatd de X.
Din definitia precedenta rezulta

= /_oo E(Y/X =z)fi(x)dx
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Definitia 3.4. Fie X un vector aleator d-dimensional si H un eveniment

cu P(H) # 0. O functie de d variabile se numeste densitatea vectorului
X conditionat de H si se noteaza f(x/H), dacd pentru orice multime
boreliana M C R, P(X € M/H) = [ ... [}, f(z/H)dz; ...dzq4.

Definitia 3.5. Pentru orice x € RY, probabilitatea evenimentului H
conditionat de X = z este definita prin P(H/X = x) = E111110P(H/X € Cy),
unde C: este un hipercub de latura 2¢ cu centrul in z.

Formula lui Bayes Daca vectorul aleator admite densitatea continua
f(z), iar x € R? este un punct in care f(z) # 0, atunci P(H/X = z) =

" fla/H)P(H)
@

3.2 Probleme rezolvate

1. Fie X1, X3 v. a. independente si cu repartitiile date de P(X; = k) =
=pg*,k=0,1,2,...,i=1,2. Notam Y = max(X1, X2).
a) Sa se afle repartitia variabilei Y;

b) Sa se afle repartitia vectorului aleator (Y, X1).

Soluﬂe. P(Y = k) = P(max(X1,X2) = k) =

k—1
:Z (X1 =k, X2=1) +ZPX1_.7aX2—k)
=0 =0
k k—1 k '
=3 "P(X1 = k)P(Xa = j) + Y_P(X1 = j)P(X2 = k) = "> '+
= =0 =0
1—qk
0 W BN = g2k 2 2k
+pq2q =p’q +2quq = p*¢** + 2p%q 71_(1 —p’¢*F+
_|_2p2qk pq2k‘+1

b) Pentru a afla repartitia vectorului aleator (Y, X;) va trebui sa
evaluam P(Y =i, X; =j5),4,7 =0,1,2,...

1) Daca i < j = (Y =i, X1 = j) este evenimentul imposibil, deci
P(Y=i,X1=45)=0

7
j=0

= ZP<X1 = i)P(Xy=j) = P(X1 =)y P(Xa=j)=p’¢'Y ¢ =
j §=0 i—
it+1
= ¢ 5 =pg'(1—¢
Daca i > j = P(Y =4, X1 = j) = P(max(X1, X2) =i, X1 = j) =
:P(X1 :j,XQZi):P(Xl :j)P(XQZZ‘):p2q7'+] O

z+1)
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2. Fie XY v. a. discrete cu repartitiile X ~ < 71 %), Y ~ <_21 %)

2 2 3 3
DacaP(X = —1,Y = —1) = A\, XA € R, s se calculeze:

a) repartitia vectorului (X,Y);

b) coeficientul de corelatie p(X,Y") in functie de A;

c) valoarea lui A pentru care X si Y sunt necorelate; in acest caz sa se
cerceteze si independenta v. a. X si Y.

Solutie. a) P(X = —-1,Y
NP(X=1Y =-1) =
b) p(X, V) = EEV-BCOEY)

~1)=AP(X=-1Y =
~AP(X=1,Y=2)=)\

N[

2)

w\w ||
[ ||

V/D2(X)D2(Y)
-2 -1 1 2
XY ~ < >
=X 2-Xx X A%
Calculam E(XY) = 6)\ 2,E(X)=0,E(Y)=0,D*(X)=1,D*Y) =
-2

=2giavem p(X,Y) = \/5

¢) p(X,Y)=0= X =1 = X,Y sunt necorelate

Pentru A = % are loc pij = piqj,4,j = 1,2, unde p; = P(X = 2;),q; =

=P(Y =yj),pij = P(X = 2;,Y =y;), deci X,Y sunt independente.
O

. Fiind data densitatea de repartitie a vectorului aleator (X,Y")

flay) = 2zye~ @) £ >0,y >0
’ 0, in rest

s& se determine E(X), B(Y), D*(X), D?(Y).

Solu;z'e Aflam mai intai densitatile de repartitie ale componentelor:

= [° f(z,y)dy = 2ze™ a? 1" ve V' dy = ve~ xQ(—e*yz)/SO:

= g x>0
fo (z,y)dz = ye ¥,y > 0
Atunci F(X fo arfx (z)dx = [3° 22e =% dz.

t
i — L gt = ip(3) = 1. 1p(ly = ¥
Atunci E(X) = 3 [T tze tdt =30 (3) =5 - 50 (5) =
AnalogE( )—@.

f x)dx = fooo e Tdr = %fooo tetdt = %F(2) =

Agadar, DZ(X) =
Analog D*(Y) =1 — &. O
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4. Fie vectorul (X,Y") cu densitatea de repartitie f(z,y) = m,
z,y € R. Sa se afle Fix y)(z,y), Fix(z), Fy (y), fx (), fy (y)

Solutie. FXy I N %
=L [° Y2y = L (arctgz + §) (arctgy + )

72 J—o0 1—&-u2 1402

. 1 T
Fx(z) = Jim Fixy) (@,y) = >3 (arctg:v + 5)

. 1 T
Fy(y) = lim Fixy)(z,y) = = (arctgy + 5)
fx(@) = Fy(2) = m
fr(y) =Fy(y) = m O

5. Fie vectorul (X,Y’) cu densitatea de repartitie
ary(3 —xz)4—y), =€ 10,3,y € 0,4
) :{ yB-z)(4-y) [0,3],y € [0,4]

0, in rest

” 0

Sa se determine ”a” si sd se scrie functia de repartitie a vectorului
(X,Y).

Solutie. f03 f04 axy(3 —x)(4 —y)dedy = 1 =
3
:a(%7§> 8<2y27%)/§:1248a:1:>a:4—18

afy ud- dufo v(4—v)dv, x€]0,3],y € [0,4]
afyud- dufo v(4 —v)dv, z€][0,3],y>4

F(z,y) = af03u(3 dufo v(4 —v)dv, z>3,y€l0,4]
1, z>3,y>4
0, in rest
i M W 20,3,y € [0,4]
) .

%(%—%3 , z€[0,3],y >4

- 3%(2y2_%)7 $>3,y€[074]
17 $>3,y>4
0, in rest

6. Fie vectorul (X,Y) cu densitatea de repartitie

e~ @ty) 2 >0 y >0

flay) = { 0, in rest

Sase calculeze a) P(X <1,Y <1);b) P(X+Y <1);¢c) P(X+Y > 2);
d) P(Y >1/X <1)e) P(X >1/Y >1);f) P(X <2Y).
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Solutie. a) P(X <1,Y <1) fo f e~ @t dedy = f e %d
-y e7Vdy = (em1 —1)2

b) P(X +Y <1) =[5 i “e @Hdyde = [ e *(1 —e*V)da =
=1—2"!

¢) P(X+Y >2) = 1-P(X+Y <2) =17 [27" e~ @V dydzr = 2¢~2
d) Fie evenimentele A=Y >1,B=X <1
Vrem si calculim P(A/B) =1— P(A/B)

4AnB) _ P(X<1,Y<I
P(A/B) = ((B)) = (P(_Xgl) )

P(X<1)= fo e %dr =1—e1

Atunci P(A/B) =1 — 120" _ o1

1—e- 1

e) Fie evenimentele A=X >1,B=Y > 1

Avem de calculat P(A/B) = PJ(;E;;B)

Stim P(ANB) =1— P(AUB) =1— (P(A) + P(B) — P(ANB)) =
= P(ANB) = (AmB)—1+P(A)+ ( ):
=P(X<1L,Y<1)-1+1-P(X<1

=t -1)2-21-e1)+1

Atunci P(A/B) = (671—1)2—2(11—&1)4-1

f) P(X <2Y) ff:c € e~ @t dydy = I f2y e~ @Y drdy =
= [y e V(1 - efzy)dy =% O

. Fie X, Y variabile aleatoare N (0, 1) independente. Calculati probabil-

itatea ca vectorul aleator (X,Y") sa apartina discului
D ={(z,y) e R*/2? +y* < 1}.

1'2
Solutie. Densitatile de repartitie ale v. a X, Y sunt: fx(x) = ée_*,

2
1 ¥
2

resp. fy(y) = 5=€

Cum X si Y sunt independente, den31tatea de repartl‘gle a vectorului
(X.Y) vafi f(a,y) = fx(@) - fr(y) = gre 20"

Probabilitatea ceruta este P((X,Y) L [ [ye 2@ ) dzdy =
2
— L e T dpd) =1 —e73 0,3934 O

. Fie (X,Y) vector aleator cu densitatea f(x,y). Sa se calculeze densi-

tatea de repartitie a variabilei aleatoare Z = v/ X2 + Y2,
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Solugﬁze Pentru z > 0,Fz(z) = [ [, 2+y2<22 f(z,y)dzdy =

fo (pcosb, ps1n0)pdpd9 = fz(2) = zfo f(zcos, zsin6)db,
z>0 O

. Daca X,Y sunt v. a. independente, aratati ca v. a. U = max(X,Y),

V = min(X,Y) au functiile de repartitie Fy/(t) = Fx(t)-Fy (t), Fy(t) =
=1-[(1 = Fx(®)(1 = Fy(@))].

Solutie. Cummax(XY)<t<:>X<t§1Y<t:>FU():
=PU<t)=P(X <t,Y <t)=P(X <t)P(Y <t)=Fx(t)- Fy(t)
Cum min(X,Y) >t <= X >t,Y >t = Fy(t) = P(V < t) =
=1-PV>t)=1-PX>t,Y >t)=1-P(X >t)P(Y >t) =
=1-[(1 = Fx(®)(1 - Fy ()] -

Fie X,Y v. a. independente, repartizate exponential cu parametrul
A = 1. Aratati ca V = min(X,Y) e repartizata exponential cu
parametrul A\ = 2.

Solutie. Fx(t) = Fy (¢ fot e tdr=—e"/f=1—e"1t>0

Cf. ex. anterior — FV( )=1—[(1—-Fx(t)(1—-Fy(t)] =
=1-(1—-e12=1-e"2 care e functia de repartitie a unei v. a.
repartizata exponential de parametru A = 2 O

Fie vectorul aleator (X,Y’) cu densitatea

ae™ ™2, x>0,y >0

Flz,y) = { 0, in_rest

Séa se determine ”a”, functia de reparti‘gie a vectorului (X, Y) si functiile

de repartitie ale variabilelor X + Y, & 7. X 2 VX.

Solugie. a [;° [T e " HWdady =1 = a [} e “da [T e Wdy =1 =
= a(—e /X)) (-le ™) /P=1=¢=1=0a=2

Jo J3 2e7 " dudv, x>0,y >0
0, in rest

F(fc,y)z{

[ Q-1 -e®), 22>0,y>0
1 0, in rest

FieZ=X+Y
Fz(z2)=P(Z<z)= [ fx207y207$+y<z 2e T Wdxdy =
=25 fo TeWdyde =2 [ e " (fozfx efzydy> dx =
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— 2fZ —x (_Eeny) /S e = fO 1 _ 672z+2m)dx _
=14+e 2 2%

Fie Z = <

Fz(2)=P(Z < z) 20~ Wdxdy =

= ffoO,yEO,%<z
=2/, fgo e Wdpdy =2 [T e <f§o e*dey) dzx =
=2 [Te " (—3e%) /Ooda? = [ e - e~ Fdy =

00— z+2

zoezzdx——

Fie Z = X?
FZ(Z) = P(Z < Z) = ffxzo,yzo,:c2<z
=2/, foﬁ e T Wpdy =1 —e V2

/0 _Z+2

2e T Wdxdy =

Fie Z = VX
Fr(z)=P(Z<z)=] fxzo’y207ﬁ<z 2e T Wdxdy =
0o 22 g4 2
=2[,° s e Wdady =1 —¢* O
Fie

—(z+y+2) >0 >0 0
. e , r=20,y=>0,2>
f(X,Y,Z) (z,y,2) = { 0, in rest

o densitate de repartitie. Sa se calculeze densitatea de repartitie core-

spunzatoare variabilei U = %
Solutie. Consideram schimbarile de variabile u = T+ v =y, w =
=z=zr=3u—v—wWY=0,2=w
( ) 3 -1 -1
p— D muyzz R —_ 1
J = Dluwow) = 0 = 3 Atunci

373 Bu—v—w>0,v>0w>0
fovw(u,v,w) = 0

in rest
- f03u_v 3e3%dw, 3u—v>0,0>0
Jww)(uv) = { 0, in rest
for(u) = f03u f03u_v e 3dwdv, u >0
v 0, in rest

27u2673u’ u>0
0, in rest
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13. Fie (X,Y) un vector aleator cu densitatea de repartitie

_J 4wy, O<2<1,0<y<1
fay) = { 0, in rest

Se cere sa se determine densitatile de repartitie corespunzatoare vari-
abilelor aleatoare X2 si Y?2.

Solutie. Facem schimbirile de variabild u = 22, v = ¢
1
g=Dew _lze V|
D(u,v) 0 NG YW
Atunci
4w - ——, O<u<1l,0<v<1
f(U,V)(ua v) = { 0 Wuwr
, In rest

1, 0<u<1,0<v<l1
| 0, in rest

1
Jodv, 0<u<1
= 0 ’
fulw) { 0, in rest
1, O<uxl1
1 0, in rest

fV(U):{ foldu, 0<v<l

0, in rest

1, O0<ov<l1
~ 1 0, in rest

O]

14. Fie XY v. a. independente si identic repartizate exponential cu
parametrul A = 1. Calculati densitatea vectorului (U, V'), unde U =
(: X)—i— Y,V = XLJFY si deduceti ca v. a. V e repartizata uniform in
0,1).

Solutie. Facem shimbaérile de variabile u =z +y,v = mi-i-y ==
= UV, Yy = U — UV
v u

D(zy) _
J 1—v —u

= D(uw)

= —Uu

Cum X,Y sunt independente si identic repartizate exponential cu
parametrul A = 1, densitatea de repartitie a vectorului (X,Y’) va fi

e *-eY x2,y>0

flz,y) = { 0, in rest
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Deci fpvy(u,v) = [J] - e”(wwFumuw) = 4. ey > 0,0 < v < 1
(deoarecex>O:>uv>0y>02u—uv>0:u>u020;pe
de alta parte, cum z,y > 0 = 0 < <1:>0<v<1)

frv()=[Cu-eMdu=—u-e /& —|—f0°°e_“du:—e ujee =el =
— 11—V ~U(0,1) O

Fie X g1 Y v. a. independente, X avand o repartitie exponentiala de
densitate \e **(x > 0) si Y e repartizata uniform in (0,27). Punand
Z1=vVXcosY,Zy =+ XsinY, sa se arate ca Z; si Zo sunt indepen-

. . . _ 2
dente gi au aceeasi densitate \/ge s

Solutie. F(Zl Z2)(u U) 2T f f\/Ecosy<u Vasiny<v )\e_AxdiL'dy

Facem schimbarile de variabile a = \/zcosy, f = y/xsiny = z =

=a’+ 32, y—arctgg,D((a’%)) 2

Atunci Fz, z)(u,0) =2 [* [Y e M) dads = 2 [M e dq.
2
Y e = @(V2Xu)(vV2), unde ®(z) = = [* e Tdt O

Daca X si X2 sunt v. a. independente, repartizate uniform U (0, 1),

sa se arate ca U = /—2In X cos 27 X5,V = /—21n X sin 27w X5 sunt
independente si repartizate N (0, 1).

Solutie. Facem schimbarea u = v/—21Inx1 cos 2nxe, v = /—2In 1 sin 27x9

Avem u? 4+ v2 = —21Inx; cos? 2xe — 21Inz sin? 2wy = —2lnz —
_u40?
LEl = e 2
arccos %

u = Vu? +v?cos 2mry = 19 = — 2

W42 W42 s 5
D(z1,z2) —ue 2 —ve 2 1 u?4v

= = —=—e 2
D(u,v) _ v u 2m
2m(u2+v2) 2m(uZ+v?)

Cum X; si Xy sunt v. a. repartizate uniform U(0, 1) avem

_ 1a Ty € (07 1)
Fxi(21) = { 0, 1in rest
si
_ 1) T2 € (07 1)
Fxa(x2) = { 0, 1in rest

Deoarece X si Xo sunt v. a. independente avem

1, (z1,22) € (0,1) x (0,1)
f(X1,X2)(x17x2) = { 0, 1in rest
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17.

18.

Obtinem f(y vy (u,v) = %e_ 2 = ée %EG_T = fu(u)fv(v)

Fie X,Y, Z componentele vitezei unei molecule de gaz. Se presupune
ca aceste componente sunt independente gi uniform repartizate in
(—A, A). Sa se calculeze densitatea energiei acestei molecule, fa(z),
si sa se determine ali_)rgoA?’ - fA(x).

Solutie. Fie m= masa moleculei si E:energia moleculei
E= (X2+Y2+Z2) = P(E<1t) A3 fffm (@2 y2422)<t drdydz =

= 613 (2)5, pentru \/E < A, deoarece integrala reprezintd volumul

m

unei sfere de raza \/%

Atunci fa(t) = <6L3 (%)%>/ = (m)% = - V/t, pentru \/7 <A

3

2\ 2
lim A3 - fA(z) = ) NIV O
a—00 m 4
Fie X1, X, X 3 V. & independente, fiecare avand densitatea de repartitie

—1g2 A X1—X X1+X5-2X
f(z) = \/1276 2. Punand Yy = S1752, Yy = SHEAE Yy =
X1+Xo+X3

= A sa se arate ca v. a. Y7,Ys Y3 sunt independente si

urmeaza aceeasi repartitie ca gi X1, Xa, X3.

Solutie. Densitatea de repartitie a vectorului (Xl, Xo, X3) este
flxr, e, 23) = f(x1) f(22) f(2s) = ﬁe 3 (@f+a3+ad)

Facem schimbarile de variabile
T — 20 = V2

T1 + x9 — 223 = \/éyg

Ty 4 29 + 13 = V3y3

deci
V2 V6 V3
T 7y1+?y2+?y3
oy V2 V6 V3
2 = 2y1 692 3y3
Vi VB
T3 = —(FYs — 5 Y2

3 3
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vz V6 V3B
Dvasas) _ | Vi V3 1ot ad4ad =yl 4yl 403
D(yi,y2,y3) |~ 2 6 =11y T T3 =Y T Y2 T Y3
0 % ¥

Atunci densitatea de repartitie a vectorului (Y7, Ya, Y3) este
e_§(y1 +y2+93)

f(yla Y2, y3) Qﬂ.\/ﬂ
i) = [T 75 Flyr, vz, ys)dyadys =
= LOO fioo 427”1/%@ 2(y1+y2+y3)dy2dy3 —

vi

o 43 _ﬁ 9 e
= sl S g [ = e T O
f—oooo e_(yig) dys = P \1/7 -3 foo \fe_z%d22 . f—oooo \/ie_z??dzg =
27r\/7r 2 \ff\f\f == 76 —aut

Analog fy, (y2) = Jh=e ™25 fy, (ys) = Jh=e 3%

Asadar, f(y1,92,y3) = f(y1)f(y2)f(ys), deci Y1,Y2,Y3 sunt indepen-
dente si urmeaza aceeasi repartitie ca X, X9, X3 O

2
) dyz-

S\w

Fie X1, X2, X3 v. a. independente, repartizate N(0,1). Punand X; =
= rcospcosty, Xo = rcospsiny, X3 = rsinp. Sa se arate ca v. a.
r, , 1 sunt independente si sa se determine densitatea de probabilitate
corespunzatoare lui 7.

Solutie. Cum X1, X9, X3 sunt v. a. independente avem f(x1,z2,x3) =

1 _ x%-ﬁ—xﬁ-{—x%
= €
21/ 21
D
(z1,22,23) _ .2 cos

D(rp,%)

2

Atunci f(’r7 @, Q,Z)) = TQ Cos (7027r\1/ﬂe 2

7"2
f(’l") = k‘lT‘ze_T,?" € [0’00)7 f((p) = k2 COs %f(@b) = k3a¢ € [07 27T]
7‘2
f(r) fiind probabilitate, se verificd [[° f(r)dr =1 = ky [j" r?e” =
:1:>k21f0 ezuzdu:1:>\/>k:1f0 ttzdt:1:>\fk11“(%
= 1= VI AT (}) = 1= VEh - A= 1= ki = /2

~—

(I

Fie (X,Y) un vector aleator cu densitatea

Flany) = { 57(6 —z—y), i(Iaf,rgé)Ste (0,2) x (2,4)
Sa se afle:
a) densitatile de repartitie conditionate f(z/y), f(y/x);
b) E(X/Y =vy), E(Y/X =)
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Solutie. a) fx(x) = f2 26—z —y)dy=272,2€(0,2) = f(y/z) =
fx(@) = = 23— ) ’
fr@) =[5 36—2—y)ds=1E-y),y € (2,4) = f(afy) = H=Y =

_8(61y)_6x ZZ‘E(OZ)

i(5—y) 2(5— y)’
b) E(X/Y =y) = foa: f(z/y) d:c—fo 65$_y)dx—§(45 3y)
E(Y/X =)= [}y fly/a)dy = [}'y- 55558 = 55 =

21. Fie (X,Y) un vector aleator cu densitatea

K2z +y+2), (z,y)€0,1] x [-2,2]

0, in rest

f(fv,y)Z{

Sa se determine:
a) k € R;
b) densitatile de repartitie marginale;

c) densitatile de repartitie ale vectorilor aleatori U = (3X,2Y —5) si
V =(X,Y?).

Solutie. a) Avem conditiile: f(z,y) > 0=k >0

ffz fol E2rx +y+ 2)dedy =1 =k = le

b)

& [%Qe+y+2)dy, = €0,1]
in rest

fx(z) = {

“‘3, z € [0,1]
n rest

{1 f 2z +y+2)dx, ye[-2,2]

in rest

O

_ [ 5 yel-22
0, in rest

c) FU(x,y):P(3X<x,2Y—5<y):P<X<%7y< %) _

= Foey) (5552
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[ AR ) € [0,3] x [<9, 1]
0, in rest

Fy(a,y) = P(X <2,Y? <y) = P(X <2,Y < /i) = Fixy) (@, 1/3)

0?2 x, 0?F,
fir(w,y) = Lprgesl = STV L f(, /) =

:{ 7(2$+f+2) (z,y) €[0,1] x [0, 2]

, in rest

C>

O]

Fie (Xj,Y3)1<i<k un sistem de k vectori aleatori bidimensionali independent,

identic repartizati cu functiile de repartitie F'(z, y) si densitatile f(x,y).
Fie U = max(Xy,... Xg),V = max(Y7,...Ys) si W = max(X;+

+Y1, ..., X +Y%). Sa se determine densitatea de repartitie a vectoru-
lui aleator (U, V) si densitatea v. a. W.

Solutie. Functia de repartitie a vectorului (U, V') este
Guyy(u,v) =PU <u,V <v)=P(X1 <u,Xa <u,...Xp <
<u, Y <v,Yy<v,... Y, <v) = PHX; <u,Y; <v) = FF(u,v)

Densitatea vectorului (U, V') este g(u,v) = 8(%7(5”1;) =3 O (kFF=1(u,v)-

Q)Y — o — 1) FF=2(u, v) - 2E800) L OF(0) | g ph=1 (4 ) f(u,v) =
— kFFE=2(u,v)[(k — 1)2Ew0) OF (o) F(u o) f(u,v)]

Functia de repartitie a v. a W este Hy (w) = P(W < w)P(X;+Y1 <

<w, ... Xp+Yp <w) = HPX+Y<w (// a:yd:ndy)
i=1 rty<w

= 1% ([0 Fy)dy) da| = by (w) = Hiy (w) =

k—1
—k‘<f fw T f xydydx) 'ffooof(x,wfx)d:c O
Fie X1,..., X, v. a. independente, avand aceeasi functie de repartitie

F, respectiv aceeagi densitate f. S se determine functia de repartitie
av.a. Y =max(Xq,...,X,) —min(Xy,...,X,).

Solutie. Fie U = max(X1,...,X,) si V = min(Xy,...,X,). Atunci
Y=U-V

Avem P(U < z) = P(X1 < z,... X, <2) = [[P(Xi <) = [F(2)]"

P(V>2)P(X1 2a,.. Xp > 2) = [[P(X; > 2) = [L - F(a)]"
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Notam cu F(z,y) functia de repartitie a vectorului aleator (U, V),
adica F(x,y) = P(U < z,V <vy)

Cum {w/U(w) <z} ={w/U(w) < z,V(w) <y}U

U{w/U (w) < x,V(w) > y}, prin aplicarea probabilitatii obt_;inem
{w/U < x}) = {w/U(w < z,V(w) < y})+ P( {w/U

z,V(w) > y}) = Flz,y) = [F {w/U ) <z, V(w >y}

Vom evalua acum P( {w JU(w) < z, V ) > y} Pentru aceasta vom
examina separat cazurile z < y si y < .

Daca =z < y, atunci evenimentul
{w/max(X;(w),..., Xp(Ww)) <z <y < min(X;(w),..., Xn(w))}
este imposibil, deci
P{w/U(w) <z,V(w)>y})=0
Daca y < z, atunci evenimentul

{w/y <min(X;(w),..., Xn(w)) < max(X;(w),...,X,(w) <z} =

= m{w/y < Xi(w) < x}
=1

Cum P(w/y < X;(w) < x) = F(x) — F(y) rezulta

P{w/U(w) < z,V(w) >y}) =[F(z) — F(y)]"

De aici urmeaza ca functia de reparti‘gie bidimensionald a vectorului
aleator (U, V') este

[ F(x)", Ty
Fow)(,y) = { F(2)" = [F(z) - F(y)]", «>y

Daca acum presupunem ca variabilele X1, ..., X,, au aceeasi densitate
de repartitie f si dacd notam cu w(z,y) densitatea de repartitie a
vectorului aleator (U, V'), atunci

w(z,y) = { n(n—V[F(z) = F)" 2f(@)f(y), =>y

0, <y
Aflam acum functia de repartitieav. a. Y =U —V
Din definitia functiei de repartitie avem fy(z) = P(U -V < z) =
—ffx gz W w(z,y)dzdy
Cum w(z,y) = 0 daca =z < y rezulta ca Fy(z) = P(U—-V <z) =0
daca z <0
Daci z > 0, atunci Fy (z) = P(U -V < z) = [*_[* w(x,y)dyds =

o0 JTr—=2

= [ 7 w(w,x—y)dyde = [ [T w(z,x —y)dedy
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Derivand in raport cu z gasim densitatea de repartitie a v. a. Y:

fr(z) = ffooo w(z,x — 2z)dx
Cum w(z,y) = 0 daca z < y, rezulta cd w(z,x—2) = 0daca x < z—2z,
adica z < 0.

Asadar,

nin — oo ) — T — 2 n—2 T T — 2Vdx 5
nw—{( 1) [ [F(z) — F(a — )" 2 () f(x — 2)dx, = >0

0, z2<0
O

3.3 Probleme propuse

1. Fie X1, Xy v. a. independente cu repartitiile P(X; = k) = pg¥,
i=1,2,k=0,1,2,3,.... Sa se arate ca P(X; = k:/X1+X2 =n)=
=5 k=12...n

2. Fie

o= {7 28
densitatea de repartitie a vectorului (X,Y’). Sa se determine
Fixy(z,y), Fx(x), Fy (y), fx(2), fr(y).

R: Fixyy(r,y) =[1 = (1 +z)e |1 = (1+y)e V], 2,y >0
Fx(x)=1—(14x)e ", z2>0

Fy(y)=1-(1+y)e ¥ y=0

fx(x)=2e",2>0

fr(y) =ye ¥,y >0

3. Fie vectorul (X,Y) cu densitatea

[ asin(z +y), O<$§g0§y§%
f(:r,y)—{ 0, in rest

Sa se determine "a” ,E(X

,E(Y), D*(X), D*(Y), cov(X,Y).
Ria=1 BEX)=T=E -

Y).D3X) = DY) =~ + %+ -2

4. Fie vectorul aleator (X,Y’) cu densitatea de repartitie

[l 0<e<20<y<2
0, in rest
<1

Sa se determine: a) P(X <1,Y <1);b) P(X +Y <1);
c) (X+Y>2) d) P(X <2Y)e) P(X >1).

R:a) X <1,Y<1)=LbPX+Yy<l=1

c) (X+Y>)=%dP(X<2Y)_1,e)P(X 1) =1
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5.

10.

11.

Fie X §i Y v. a. independente urmand fiecare o lege normala de
parametrii 0 i 1. Sa se determine raza cercului cu centrul in origine
astfel incat P((X,Y) € D(0,R) = 0,95).

R: R=+v2In20
Fie X si Y v. a. independente repartizate exponential cu parametrii

A i . Sa se determine densitatea de probabilitate a vectorului (X,Y)
si functia de repartitie a vectorului (X,Y).

R: \
AR 2y >0
feen (@) = { 0, in rest
_ A=) (A —e), z,y>0
Fixw(@,y) = { 0, in rest
Fie

[ 3z, O<y<z,0<x<l1
f(X’Y)(x’y)_{ 0, in rest

o densitate de repartitie bidimensionala . Se cere sa se calculeze den-
sitatea de repartitie corespunzatoare variabilei Z = X — Y.

R:
3(1—22)
fZ(Z):{2 y 0<z<l1

0, in rest

Fie (X,Y) un vector aleator a carei densitate de repartitie este

e_(w+y)7 T,y Z 0

flay) = { 0, in rest

Sa se afle densitatea de repartitie a variabilelor U = X + Y,V = %
R: fy(u) = ue ™, fv(v) = gy

Fie X gi X9 v. a. continue si Y7 = X1+ X5, Yo = X1 — X5. Sa se arate
ca pentru orice u1, us avem f(y1’y2)(u1, ug) = %f(Xl,Xg) (7“1;“2, 7“15”2).

Fie X1 51 Xo v. a. si Y] = Xjcosa+ Xosina, Yo = — X sina+
+X3 cos @ pentru orice o, 0 < a < 27. Sa se arate ca fiy, y,) (Y1, 92) =
= fix1,x2)(y1 cosa — yasina, y1 sina + yo cos @)

Fie vectorul aleator (X,Y’) cu densitatea de repartitie

1
_ %($+y+2)7 (‘T7y) € [052] X [173]
fexn (@ y) = { 0, in rest

Sa se afle:
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a) densitatile de repartitie marginale fx(z), fy (v);
b) functiile de repartitie marginale;
c) functia de repartitie Fix y)(,y);

d) densitatile de repartitie conditionate.

R: a)
z+4
_ [ A5, zE [0, 2]
Fx(2) { 0, in rest
y+3
_ ) 5, yel[l3
Fr(®) { 0, in rest
b)
0, <0
Fx(z)={ 282 50,2
1, x> 2
0, y<1
24 6y
Fy(y)={ =T, yell,3]
1, y>3
c)
0, r<0,y<l1
2 2 _p2_
x2y46rwy7+£1(;vy x 5:]07 (x,y) c [0’2] % [173]
F(X,Y)(xvy) = TTy_a (l‘,y) € (2,00) X (1’3]
o, (2,y) € (0,2] x (3,00
1, (2,y) € (2,00) x (3,00)
d) Pentru y € [1, 3],
z4y+2
flafy) = { Zovs T 02
0, in rest

Pentru z € [0, 2],

S, ye (3]

fly/x) = { 2et+d)?

0, in rest



Capitolul 4

Siruri de variabile aleatoare

4.1 Notiuni teoretice

Tipuri de convergenta
Definitia 4.1. Fie (X,,),en* un sir de v. a. reale sau complexe definite
pe un spatiu de probabilitate (€, K, P), iar X o alta v.a. definita pe acelasi
spatiu de probabilitate.

1) Sirul (X,),en+ converge in probabilitate catre X (X, LR X,
cand n — o0), daca Ve > 0, P(|X,, — X| > ¢) — 0,n — o0 sau
Ve >0,P(| X, —X|<e) — 1,n — oo.

2) Sirul (X,,),cn* converge aproape sigur citre X (X,, = X, cand
n — o0), dacd P({w/ lim X, (w) = X(w)}) = 1.

n—oo

3) Sirul (X,,)pen+ converge in medie de ordinul r citre X (X,, = X,
cand n — 0), daca exista momentele absolute E(|X,,|"),n € N* si E(|X|)
si daca E(| X, — X|") — 0, cand n — oo.

4) Sirul (X,,),en+ converge in repartitie sau slab citre X (X, — X,
cand n — o0), daca Fy,(z) — Fx(z),n — oo,Vz € C(Fx), unde
Fx,,n € IN* gi Fx sunt functii de repartitie ale v. a. X,,n € IN* si
respectiv X, iar C(Fx) = {x/Fx(z)este continud inz} reprezintd mul{imea
de continuitate a lui Flx.

Relatii intre tipurile de convergenta

1)Daci X,, =2 X, n — oo, atunci X, il X,n — oo.

2) Daca X, Ll X,n — oo, atunci exista un subsir (X, )ren+ astfel
incat X, =% X,k — oo.

3) Daca X, 5 X,n — oo, atunci X, L X,n — oo. Implicatia
reciproca nu are loc, deoarece E(| X, — X|") s-ar putea sa nu existe.

4) Daca X, 5 X, n — oo, atunci X, LR X,n — oo, pentru r’ < r.

o P .
5) Daci X,, — X,n — oo, atunci X,, — X, n — oo.

Teorema 4.1. Fie X, X1, Xo,... v. a. discrete cu valori intregi nenegative.

103
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Daci Gy, (t) — Gx(t),n — o0, atunci X,, — X,n — oo.

Teorema 4.2. (Helly) Daci X, — X,n — oo, atunci sirul (¢x, )n>0
converge uniform in orice interval marginit cdtre ¢x. Reciproc, dacd sirul
(px, )n>0 converge punctual pe R catre o functie ¢ continua in origine,
atunci existd o v. a. X cu funcfia caracteristicd pox = @, astfel incat
X, 5 X, n — oo.

Legea numerelor mari

Am vazut cd nu putem sti inainte de efectuarea experientei ce valoare
va lua variabila aleatoare pe care o studiem. S-ar parea ca , intrucat de-
spre fiecare variabila aleatoare dispunem de informatii reduse, cu greu am
putea determina comportarea mediei aritmetice a unui numar suficient de
mare de variabile aleatoare. In realitate, in conditii putin restrictive media
aritmetica a unui numar suficient de mare de variabile aleatoare isi pierde
caracterul Intamplator. Pentru practica este foarte important sa cunoastem
conditiile In care actiunea combinata a mai multi factori iIntamplatori con-
duce la un rezultat care sa nu depinda de intamplare, deci care sa ne permita
sa prevedem mersul fenomenului studiat. Astfel de conditii se dau in teo-
remele cunoscute in calculul probabilitatilor sub denumirea comuna de legea
numerelor mari. Termenul de lege a numerelor mari a fost folosit pentru
prima oara de Poisson, desi, cu aproximativ un secol inainte, Jacob Bernoulli
a pus 1n evidenta actiunea legii numerelor mari cu referire la repartitia bino-
miala . In 1867, Cebisev precizeaza riguros din punct de vedere matematic
legea numerelor mari in conditii generale.

Fie (2, K, P) un spatiu de probabilitate si (X,,),en+ un sir de v. a. reale
definite pe acest spatiu.

Ne intereseaza cazul in care exista un sir de numere reale (a,),cn* astfel
incat:

n
1) %ZXk—aniO,n—M)o

k=1

sau
n

2)%5 X — ap =25 0,n —> 00
k=1

n
De obicei se considera cazul in care a, = %ZE (Xk).
k=1
In cazul 1) (resp. 2)) se spune ca sirul (X,,),en+ satisface legea slaba a
numerelor mari (resp. legea tare a numerelor mari) sau ca (X,,),en*
este slab stabil (resp. tare stabil).

Teorema 4.3. (Hincin) Fie (X,,),en+ un sir de v. a. independente, iden-
tic repartizate, avand valoarea medie m (m < 00). Atunci sirul (X,)pen
verifica legea slabd a numerelor mari.
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Teorema 4.4. (Teorema lui Bernoulli) Sa presupunem cda se fac n
experiente independente, in fiecare experienta probabilitatea evenimentului
A fiind p, si fie v numarul de realizari ale evenimentului A, in cele n
experiente. Dacd € este un numdr pozitiv arbitrar suficient de mic, atunci

lim P(|Z —p| <) =1.
n—oo n

Observatia 4.1. In cazul unei populatii de volum mare, daca se efectueaza
o selectie de volum n si se obtin v rezultate favorabile, atunci cu o prob-
abilitate apropiata de unitate, putem afirma ca probabilitatea evenimentu-
lui cercetat este data de frecventa relativa . Prin urmare, daca in studiul
populatiilor pentru care nu putem determina apriori probabilitatea de re-
alizare a unui eveniment, probabilitatea teoretica p se poate exprima pe cale
experimentald prin frecventa relativa 2 a evenimentului considerat, fapt ce
constituie justificarea teoretica a folosirii frecventei in loc de probabilitate.

Corolarul 4.1. Pentru Ve > 0 avem lim P(|f, —p| <e) >1— ﬂ, unde
n—oo

fn = ¢,v=de cdte ori s-a realizat evenimentul A in n probe independente.

Teorema 4.5. (Teorema lui Poisson) Fie sirul de evenimente

A, Ao, , A, ... ale cdror probabilitali de verificare au valorile succe-
SIVE P1, P2y - - - s Pny - - .. Dacd notam cu fp, frecventa relativa a numarului care
indica de cdte ori s-au realizat evenimentele Aq, Ao, ... ... JAp, ... st cup
expresia p = lim , atunci

n—oo n

pr+p2+...+pn
n

lim P(|f, — |<e)=1

n—oo

Teorema 4.6. (Cebisev) Fie (X,),en* un sir de v. a. independente astfel
incat B(X;) = m;, D*(X;) = 02,¥i € IN*. Dacd existd o constantd M < oo
astfel incat o2 < M,¥i € IN*, atunci sirul (X,)pen+ verificd legea slabd a
numerelor mari.

Problema limita centrala

Teorema 4.7. (Teorema Moivre-Laplace) Se considerda v. a. bernoul-
liene X1,Xo,...,X,,n € IN*, adica

Y, 1, cu probabilitatea p
"1 0, cu probabilitatea g =1 —7p

Vi<i<nsiv a S,=X1+Xo+...+X,,n € IN*. Atunci sirul de
v. a. (Yn)pen*,Yn = S\’/L%p,n € IN* converge in repartitie cdtre o v. a.

repartizata normal N(0,1).

Teorema 4.8. (Teorema lui A. M. Leapunov) Fie X1, Xo,..., X, v. a.
independente. Sd notam my = E(Xg), uz = D*(Xy),
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n n
P = B(IXk —mi?),1 < k < np?(n) = > i, p*(n) = > p}. Dacd

lim M = 0, atunci (Yy), converge in repartitie cdatre v. a. Y, unde
n=o0i(n)

n n

2 K= )
Y, =k k=l 6 Y ~ N(0,1).

w(n)

4.2 Probleme rezolvate

1. Fie X o v. a. a carei densitate de repartitie este

m!
0, in rest

s ={ gt

Sa se arate ca P(0 < X <2(m+1)) > 5.

Solutie. Folosim inegalitatea lui Cebigev:
2
P(]X—E(X)| <e)>1-2%

Avem E = fooo$ . f(.’IJ)d$ — TrlL' OOO el ez e — F(TZ:IFZ) _
= (m+|1)' m+1

B(X2) = [*a?. f(a)de = & [ amt?. erdy = L)
= (m2t (m+1)(m+2)
DQ(X)ZE(XQ)—[E(X)]2=m+1
Luémszm—i—l:P(!X—(m—i—l)]<m+1)>1_(m7+1:

m+1)2

== P0<X <2m+1))> 15 O

2. Se arunca o moneda de n ori. Cat de mare trebuie sa fie n pentru ca
P (‘% — %| < 1—(1)0) > 0,99, stiind ca « reprezinta numarul de aparitii
ale unei fete alese de mai inainte.

Solutie. Se stie cd D?*(X) = E((X — E(X))?) = E2(|X — E(X)])
Folosim inegalitatea lui Cebisev si obtinem

P12~ 1] < ) > 1 - 2lazi)

Plls-ih=r (s - 1) =5 (5 -3 i) e R

n? n

N[ —=

4n, deoarece p = q =

DeciP(!%—%|<ﬁ)>1—%

Aflim n din inegalitatea 1 — & > 0,99 = n > 52 . 10* O
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3. O variabila aleatoare X are E(X) = 80, F2(X) = 6416. Sa se deter-
mine o limita inferioara a probabilitatii P(40 < X < 120).

Solutie. 40 < X <120<=80-40< X <80+ 40 <= 40 < X —
80 < 40 < |X — 80| < 40 = P(40 < X < 120) = P(|X — 80| < 40)

Folosim inegalitatea lui Cebigev si luam e = 40
Calculam D?(X) = Eq(X) = (E(X))? =16

Avem P(|X — 80| < 40) > 1 — 385 =10,99 O

4. Limita superioara a probabilitatii ca abaterile, in modul, ale valorilor
v. a. X fata de medie, sa fie mai mare decat 3, este 0,96. Sa se afle
D%(X).

Solutie. Folosim inegalitatea lui Cebigev :

P(|X — E(X)| > ) < 226X

P(IX — BE(X)| > 3) < 229 — 0,96 = D?(X) = 8,64 O

5. Cu ce probabilitate putem afirma ca din 100 de aruncari ale unei mon-
ede, stema apare de un numar de ori cuprins intre 40 si 607

Solutie. Aplicam formula lui Moivre-Laplace:

Pla < %=t < 5) & 9(8) — B(a) <= Pla < \[2(X, —p) < ) =~
~ ¢(f) — ®(a), unde X,, e v. a. ce ne da numarul de aparitii ale
stemei cand aruncam moneda de n ori

Avemp:q:%,n:100:>a: [19(0,4-0,5) = -2,8=

= /1%(0,6 —0,5) =2
2 2

Atunci P(0,4 < X, <0,6) ~ ®(2) —P(—2) =2P(2) —1~2-0,9772—
—1=0,9544 O

V]
N]]

6. De cate ori trebuie aruncata o moneda pentru ca sa putem spune cu

o probabilitate de 0,6 c& abaterea frecventei de aparitie a stemei de la

probabilitatea p = % sa fie mai mica decat 0,017

Solutie. Cf. teoremei Moivre-Laplace avem P(\/g]Xn —p| <pB) ~
~2P(p) -1

Stim 20(8) — 1 = 0,6 = ®(8) = 0,8 = 3 = 0,84

Dar 0,84 =  /+% -0,01 = n = 1764 O

1
2

[SIES
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7. Se arunca de 360 de ori o pereche de zaruri. Cu ce probabilitate ne

putem agtepta sa apara 12 puncte (dubla 6) de un numaér de ori cuprins
intre 8 gi 127

Solutie. Probabilitatea ca si apard 12 puncte Intr-o aruncare cu 2

zaruri este p = 3—16, iar probabilitatea ca sa nu apara 12 puncte este
35

Cf. teoremei Moivre-Laplace = P(a < /7% (Xn —p) < ) = (8)—
—®(a)

360 8 1 6 360
n=360,a= /7% (505 —36) = —7 =~ —0,641,8 = , /7755
) =3 (360 36) 5v/35 ) ) 4.3

P(—9— < X, — 5 < =9-) ~20(3)—1=12-0,7389—1=0,48 [

. Probabilitatea ca o anumita operatie chirurgicala sa fie un succes este

0,8. Daca operatia este facuta la 120 de persoane, gasiti probabilitatea
ca mai mult de 90 de operatii sa aiba succces?

Solutie. Daca X este v. a. binomiala ce reprezinta numarul de operatii
cu succes, atunci vrem sa aflam probabilitatea P(X > 90).

Cum n e mare, vom folosi distributia normala cu m = 120-0,8 = 96 si
o =+/120-0,8-0,2 = 4,38 pentru a aproxima distributia binomiala
alui X.

Obtinem P(X > 90) = P(23538 > 20296) = p(3=% > —1,37) =

1— P()i:3§6 < —1,37) =1 — ®(-1,37) = 0,9147. O

. Probabilitatea obtinerii unei piese rebut din productia unei magini

automate este p = 0,005. Sa se determine probabilitatea ca din 10000
de piese fabricate la aceasta magina , numarul pieselor rebut sa fie:

a) intre 60 si 70;
b) cel mult 70.

I 0 1 S
Solutie. Fie X}, ~ <0’995 07005> ,keN*"si S, = ;Xk
Sy, reprezintd numarul de piese rebut; este o v. a. cu o repartitie
binomiala de parametrii n = 10000, p = 0,005. Deci E(S,) =np =
=50, D?(S,) = npq = 49,75,0 = \/D2(S,) = 7

Cf. teoremei Moivre-Laplace, repartitia limita a repartitiei binomiale
este repartitia normala de parametrii np si \/npq si rezulta ca

P(agsngb)gqf/;%)_q)(%)
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10.

11.

12.

a) P(60 < S, < 70) = @ (1720) — @ (B520) = @ (7) — @ () =
— 0,49788 — 0, 42364 ~ 0,07

b) P(0 < S, <70) = & (1%20) — & (—52) ~ 0,997 O

500 de aparate de tipul I si 1000 de aparate de tipul II cu aceeasi
destinatie sunt in serviciu. Ele trebuie reparate dupa exploatare cu
probabilitatea de 0,3 pentru tipul I si de 0,4 pentru tipul II.

1) Sa se determine probabilitatea ca numarul de aparate ce trebuie
reparate sa fie cuprins intre 250 gi 350;

2) Sa se determine numarul de reparatii n ce trebuie efectuate in atelier
pentru ca probabilitatea p a numarului de aparate in reparatie sa fie
p=20,9.

Solutie. 1) Fie evenimentul A= aparatul trebuie reparat gi X= numarul
de aparitii ale evenimentului A; X este o v. a. repartizata normal

Atunci E(X) = 500- 0,3 + 1000 - 0,4 = 550, D%(X) = 500 - 0,3 - 0, 7+
41000 0,4 -0,6 = 345

P(250 < X < 350) ~ P(250 < X < 350) = P(|X — 300| < 50) =

_ 50
=20 () -1
2) P(X < n) :079:(1’(”_7%0)
. N n—300 _ ~
Din tabele ®(1,27) ~ 0,9 = Taag = 1,27 — n ~ 323 O

O intreprindere fabricd un anumit produs cu 5°/q rebuturi. Ce co-
manda trebuie sa facd un beneficiar pentru ca, cu probabilitatea 0,8,
sa nu achizitioneze mai mult de 4 produse defecte?

Solutie. Fie X= numarul de produse fara defecte achizitionate dintr-o
comanda de n produse

Cf. teoremei Moivre-Laplace = 0,8 = P(X > 5) ~ 1-® (%)
Din tabel ®(0,84) ~ 0,8

Deci \/% = —0,84 = n ~ 144 (deoarece ¢(0,84) = 1—

—®(—0,84)) O

Presupunem ca 120 de persoane stau la coada unei casierii pentru a-si
primi drepturile banesti. Sumele care trebuie primite de fiecare sunt v.
a. Xq,..., X190 independente si identic repartizate cu media m = 50 si
abaterea standard o = 30. Casieria dispune de 6500 unitati monetare.
Calculati probabilitatea ca toate persoanele sa-si primeasca drepturile.
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Solutie. Notam S = X1 + ...+ X290
120

S poate fi aproximata cu o v. a. normala cu E(S) = E(ZXk) =
k=1

120 120 150

=Y E(X}) =120-50 = 6000 5i D*(S) = D*()_X;) = Y D*(Xy) =
k=1 k=1 k=1
= 120 - 302 = 108000

. - 6500—6000')
Atunci P(S < 6500) ~ & ( 0-600 ) ~ 0,936 O

La un restaurant pot servi pranzul 75 de clienti. Din practica , pro-
prietarul stie ca 20°/y dintre clientii care au rezervat loc nu se mai
prezinta .

a) Proprietarul accepta 90 de rezervari. Care este probabilitatea ca sa
se prezinte mai mult de 50 de clienti?

b) Céate rezervari trebuie sa accepte proprietarul pentru ca, cu o prob-
abilitate mai mare sau egala cu 0,9, sa poata servi toti clientii care se
prezinta ? (®(1,281) =0,9)

Solutie. a) Fie X v. a. ce reprezinta numarul de clienti care se prezinta
la restaurant ; X este repartizata binomial cu p = 0, 8.

Avem n =90, E(X) =np =72,D*(X) = npq = 14,4 = 0 =
=+/14,4~ 3,795

Cf. th. Moivre -Laplace obtinem P(X > 50) =1 — P(X <50) = 1—
_P (@ < %) — 1-®(—5,797) = 1—1+®(5,975) = ®(5,975) ~
~1

b) Vom determina n astfel incat P(X < 75) > 0,9

>1,281 = n < 88 0

Probabilitatea de castig la ruleta este de % Presupunem ca la fiecare
joc, un jucator poate cagtiga sau pierde 1 dolar.

a) Cate jocuri trebuie jucate zilnic in cazino astfel incat cu proba-
bilitatea 0,5, castigul cazinoului sa fie cel putin 1000 dolari zilnic.
(©(0) =0,5)

b) Sa se determine apoi procentul zilelor in care cazinoul pierde.

Solutie. a) Fie X; v. a. ce reprezinta profitul cazinoului intr-o zi;

0 1
X~ (34 1>
35 35
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n n
P> Xi >1000) =1 - P()_X; <1000) = 1-

i=1 i=1
n
ZXi n 35
i 1000— 1000—n- 4
_p| =t < g —1—-® '35 =0, =
L.34 - ./n.Ll.34 n.L.34
\/ 35 35 \/ 3535 35 35

—n. L
:>@<M>:0’5:>M’_O:>n—35000

35000
§ X;<0| =9 *100034 ~0 O
1/35000- 5= 34

Calitatea unor piese este apreciatd prin caracteristica X care este
repartizata normal cu media 10 cm si abaterea medie patratica 0,15
cm. Piesele sunt acceptate numai daca valorile caracteristicii X sunt
cuprinse in intervalul (9,8 cm, 10,2 cm). Firma producatoare are o co-
manda de 3000 de piese. Sa se determine numarul de piese care trebuie
sa fie produse de firmé astfel incat si se poata onora contractul.

Solutie. Fie n numarul de piese care trebuie sa fie produse de firma
astfel incat contractul sa fie onorat, x numarul pieselor contractate si
p probabilitatea realizarii evenimentului (9,8 cm< X <10,2 cm)

Cf. teoremei lui Bernoulli, pentru n suficient de mare se poate consid-

1
eran=<x- -
p

P(9,8 < X <10,2) = &%) — ¢(2520) = 0,81

Deci n = 3000 - 5 = 3690 O

Pentru un studiu biologic sunt cercetate 1000 de probe independente,
daca au sau nu o anumita caracteristicd biologica . Sa se determine o
margine inferioara a probabilitatii ca diferenta, in valoare absoluta |,
dintre frecventa relativa si probabilitatea p de a aparea caracteristica
intr-o proba , sa fie mai mica decat 0,03.

\ =

Solutie. Cf. consecintei teoremei lui Bernoulli = p = ¢ = 5,e =

1.1
=0,03=> P(|2—p[<0,03) >1— Lh =1— ;220 =0,72 [

Fie sirurile de variabile aleatoare definite pe acelasi camp de probabil-

. —hn 0 on
itate (Xn)n>1, (Yn)n>1, (Zn)n>1, unde X, ~ ( 1 2 1 )7

3n2 L- 3n2  3n?
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—n? 0 n?\ . : .
Y, ~ o 1—2a-" q-n) 9§ Z, are densitatea de repartitie

/\*”e_xin, x>0
fula) = {

0, in rest
Vn > 1,\ > 0. Sa se verifice aplicabilitatea teoremei lui Cebigev celor

trei giruri.

Solutie. Teorema este aplicabila daca media e finita si dispersia este
egal marginita .

E(X,) = (-5n)- 3n2 +0-(1— IW) +5n- 5k =0 E(X?) (—5m)2.
# +0%- (1~ *) + (5n)? - 55 = 0. D?*(X,) = 3 = teorema se

aplica

E(Y,)=(-n?)-a"+0-(1-2a") +n?-a"=0,E(Y?) =

= (—n?)?-.a"4+0%- (1 -2+ (n?)2-a " = an ,DQ(Y )= 20%1 _
— lim D*(Y;,) = 0 = 3c € (0,00) astfel incat ¥n > 1, D*(Y;,) <

n—oo

< ¢ = teorema se aplica
B(Zy) = [{Cax e 3 de = A", B(Z2) = [;° 2?A e 3 dr = 202" =
== D2( n) = A =
0, Xe(0,1)
lim D*(Z,)=4{ 1, A=1
n—oo
oo, A>1
deci teorema se aplicd numai daca A € (0, 1] O

Fie (X,)n>1 un gir de variabile aleatoare independente ce pot lua val-
orile +4/Ign cu probabilitatile P(X;, = /Igk) = P(X, = —/Igk) =
= %,k =2,3,...,P(X; =0) = 1. Sa se arate ca sirul dat se supune
legii numerelor mari in formularea lui Cebigev.

Solutie. Se constata ca E(Xy) = Igk -3+ (—Igk)-1 =0, BE(X}?) =
= (\ﬁlgk)2-%+(—\/lgk)2 1 =lgk, DQ(Xk) lgk,k=2,3,...
Luim Y, = —ZXk — E(Y, ZE Xp) =0

k=1

=1 ZD2 Xp) = QZlgk:
D%(Y,) poate ﬁ majorata astfel:
n n+1
Zlgk </
k=1 !

—n = DX(Y,) < et o iy p2(y,) =0

2
n n—00

n+1
lg:rdx—xlgx/?ﬂ—/ dr=(n+1)lg(n+1)—
1
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19.

20.

Sunt Indeplinite conditiile teoremei Markov si rezulta
I 1

lim P | |=) Xz — =) E(Xp)| <e| =1=> sirului dat i se poate

e \"ME "=

aplica legea numerelor mari O

Fie (Xp)n>1 un sir de variabile aleatoare independente astfel incat
P(Xn=1)=PXp=-25)=p cuz<B<inecNg

P(X, =0) =1-—2p. Sa se arate ca sirului (X,,),>1 i se poate aplica
teorema lui Leapunov.

Solutie. Obtinem E(Xy) = kﬂ p+ (=7 ) ‘p= OaE(X]%) = (;%ﬁ)z “p+

n
2 2
) p = = iR E(XP) = 3 = ot = p2n) = Y i} =
k=1

n n

1

QPZW’P kz 2:2pkzk3ﬂ
=1 =1

1 1
1 1 _ :
Cum 3 <f<53=1<38< :>hm§k35kglk3ﬁeosene
convergenta

ka >Zk ce tinde la oo cand n — oo

k=1
e . v/pn)3 . o o
Conditia lui Leapunov lim = 0 e indeplinita = sgirului
oo/ u(n)?
(Xn)n>1 1 se poate aplica teorema lui Leapunov O

Fie (X,)n>1 un sir de variabile aleatoare independente pentru care

P(X, = 3"‘1) P(X, = —3"‘1) = 2,n =1,2,3,... Daca notam cu

Y, = T ZXk, unde S, = D ZXk sa se arate ca Y,, nu converge

k=1
in probablhtate catre 0.

Solutie. Avem E(Xj) =3F1.14 (=31).1 =0, E(X}) = (3"1)2
% + (_3k—1)2 X % — 32(k—1) DQ(X ) — 32(k—1)

2 S - 2 2(k—1) _ -1 9 -1
I
k=1 k=1

|Xn| = |Xn + anl - n71| < |Xn + Xn71| + |Xn71| < |Xn +Xn71+
o X X X = [V, > KelE XX e o[ X |

_ 3" (1434437 2) > @ — P(|Y,] > g) =1= P(|Y,]| >¢) nu

9gn—1
8
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tinde la 0, daca e < ? = (Y,)n nu converge in probabilitate catre
0 OJ

Daca functiile de repartitie corespunzatoare girului de variabile (X,,),
tind catre o repartitie limita si daca sirul (Y;,),, converge in probabili-
tate la 0, atunci girul (X,,Y},), converge in probabilitate catre 0.

Solutie. Fiea € R,a > 0= {w/|Xn(w)Yn(w)| > 8} C

- {w/]Xn(w)] > a} U {w/\Yn(w)| > %} e

= P({w/|Xn(w)Ya(w)| > e}) < P({w/|Xn(w)] > a})+
+P({w/|Yn(w)| > %}) < P(X,(w) < —a)+1—-P(X,(w) <a)+
+P([Yn(w)| > 2) < Fa(—a) +1 = Fy(a) + P([Ya(w)| > 2)

Daca a e luat astfel incat —a si a sa fie puncte de continuitate pentru
functia de repartitie limita F', atunci din ipoteza obtinem
limsupP({w/| X (w)Yn(w)| > €}) < F(—a) + 1 — F(a)

n—oo

Alegem a astfel incat —a si a sa ﬁe puncte de continuitate pentru F'
si, in plus, saavemF( a) < ~F(a)<$cud>0=

— limsupP({w/| Xy (w) Yy (w | >e}) <6
n—oo

w\oq

~—

Cum § e arbitrar = (XY, ), converge in probabilitate catre 0 [

Fie (X)), un gir de variabile aleatoare Poisson, independente cu BE(Xy) =

=M siY, = ZXk Sa se arate ca daca exista lim Z)\k = A,

nﬂoon
k=1

atunci girul de variabile aleatoare (Y},),, converge in probablhtate catre
A

Solutie. Cum (X,,), un sir de variabile aleatoare Poisson = A\, =
= BE(X}) = D*(X})

Cum variabilele X,, sunt independente = D?(Y;,) = ZDQ (Xk)
n
. > M
1 I p=1 .
=5) \p=—- — 0, cand n — o0
n
n n

1 n
1 —
E(Y,) =N "B(Xxy) = gZAk — A
Folosind inegalitatea lui Cebigsev = 0 < P(|Y,,—\| > ¢) < % —
— 0, deci P(]Y,, — A| > &) — 0 = (Y,,),, converge in probabilitate
catre 0 t
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Fie (X,), un sir de v. a. independente astfel incat P(X,, =1) =
=1-1 P(X, =n)=2n>1 Sisearate ci (X,), converge in
probabilitate la 1, cand n — oo, dar (X,), nu converge aproape sigur
la 1, cand n — oo.

Solutie. Ye > 0,P(|X,—1| >e) = P(X, =n) =+ —0—=x, L1

X, 25 X «— Ve > 0,¥5 € (0,1)3ng astfel incat Vn > ng avem
P((){|Xm—X|<e})>1-6(1)
m>n

Pentru Ve > 0,6 € (0,1), N > n obginem P([ ] {|Xm — 1 <e}) <

m>n

N N
<P( () {IXmn—1<eh)= ] P(Xm—-1<e)=

m=n+1 m=n+1

N N 1 n
= H P(X,=1)= H <l—>:N<1—5cucondi§iasé

alegem N astfel incat N > %5 == nu existd ng astfel incat sa aiba

loc (1) = (X,)» nu converge aproape sigur la 1, cand n — oo [

Fie o > 0 51 (Xy)p un sir de v. a. astfel incat P(X,, =1) =
=1- 1 P(X, =n)=-1,n>1 Sise arate ca (X,), converge in
probabilitate la 1 si (X,,), converge in medie de ordinul 7 la 1, cand

r < a, dar (X,), nu converge in medie de ordinul r la 1, cand r > a.

Solutie. P(|Xp —1|>e)=P(Xp=n)=-L —0= X, 51

no

Cumn B(|X, — 1) =0+ (1= &) + |n =17 e = 00—

n ne

0, r<a«a
E(|X,-1")—<¢ 1, r=«
00, T>«

2 2

Fie (X,,)n unsir de v. a. avand repartitia X,, ~ (?r ) _Oi n{)
2n2 n?2

Sa se arate ca (X,,), converge aproape sigur catre 0.

Soluie. Ajs = {w/|X;(w)| <&}

x
Bps = ﬂ Ajs
j=n
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o0
C S C
Bl s = UAj,6
j=n

P(BS,) = UA <ZP( ZP 1 X;(w)] > 6)
Din definitia §1rulu1 (X ) = pentrun > 1,6 < 1 avem P(|X ( )| >
8) = P(X;(w) = —j7)+P(X;(w) = j7) = 4 = P(B, Z —
— 0 (cand n — o)

lim P(B,s) = JE&P(Q {w/|X;(w)] <6}) =1 O

n—oo
Fie (X,,), un sir de v. a. pozitive cu densitatile de repartitie date de

Inflefz
fn<:c>={ e

0, <0

Sa se arate ca sirul <X";2E((;(:))> urmeaza la limita o lege normala
N(0,1).

Solutie. E(X,) = (nil)l o e vdy = IZSTS') =n

B8 = g e = T (ot )
D*(X,)=n(n+1)—n*=n

Sirul Y,, = % devine Y,, = X\"f = X —/n

Daca notam ¢, (t) functia caracteristica a v. a. Y, si reusim sa aratam
2

ca 1Lm on(t) = e_%, demonstratia s-a incheiat, deoarece folosim teo-

rerr?a ZZ leaga intre ele sirurile de functii de repartitie si cele caracter-

istice corespunzatoare unui gir de v. a.

Folosind definitia functiei caracteristice avem

(Pn(t) _ 0oo eit(%—\/ﬁ) fn(l‘)dx — e itvn,

1— At

JoZam ! ‘( ﬁ)xdgcz

_1)1

S NG (1 — ‘Ttn)in (cu ajutorul functiei I')

lngon(t):—ltf—nln< —%) —ity/n+n - (7_%4_0( )):
I—%+o'(n),dacé’ﬁ’<l
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27.

28.

29.

t2 2
Cum lim Iny,(t) = —— = lim p,(t) = T =
n—00 2 n—o00
X —EBE(X 1 x 2
— lim P n(w) (Xn) <z | =— e~ Tdt O
n—oo D2(X,) V271 J oo

Se stie ca daca (Xp),en+ este un gir de v. a. convergent in me-
die patraticd , atunci lim F(X,) = E(X) si lim E(X?) = E(X?),
n—oo n—oo

unde X = lim X,,. S& se arate ca daca se inlocuiegte conditia de
n—oo

convergenta in medie patratica cu convergenta in probabilitate, afirmatia
nu mai este adevarata .

Solutie. Fie (X, )npen+ un gir de v. a. care pot lua valorile —(n +

4),—1,n+4 cu probabilitatile P(X, = —n—4) = 27, P(X, = —1) =

=1- 5 P(Xp=n+4) =

Avem lim P(|X, + 1] > ¢) = 0, ceea ce arata ca sirul (X,),en=
n—oo

converge 1n probabilitate catre -1.
Pe de alta parte E(X,) = 1+ %H, deci lim F(X,) = 1, de unde
n—oo
rezulta concluzia ca lim F(X,)=1# —1= E(lim X,,). O
n—oo n—oo

Sa se arate ca exista giruri de v. a. care converg atat in medie de
ordinul r cat si aproape sigur.

1

_1
Solutie. Fie girul de v. a. (X,,)pen+, unde X, ~ ( " 7f> Deoarece

2 2
E(|X,|") = % rezultd cd lim E(|X,|") = 0, ceea ce aratd ca sirul
n—oo
(Xn)nen+ converge in medie de ordinul r.
Fie T = {w/|X;(w)| < 6}
Din felul cum am definit girul (X,,),en* rezulta ca pentru orice j < k
avem | X;| > | Xj|.
Deci {w/|Xj(w)| <6} C {w/|Xp(w)| <6} = Ti5CTosC...C
C Tm(s C Tn+1’5 C...

o0
In acest caz S, 5 = ﬂTjﬁ =Ths

j=n
Fie 6 > 0 dat. Daca n > % din definitia sirului si din relatiile gasite
avem P (S, 5) = P(Tps) = P({w/|Xn(w)| < 6}) = 1, ceea ce inseamna
ca (Xy)nen+ converge aproape sigur catre 0. O

Sa se arate ca poate exista un gir de v. a. convergent in medie patratica
si care sa nu fie convergent aproape sigur.
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Solutie. Fie (Y;,)pen+ un sir de v. a. independente care iau doar
valorile -1,0,1 cu probabilitatile P(Y; = —1) = P(Y, = 1) = 3 éﬁ
P(Y, =0) :1—4%,71:1,2,...

Pentru n > 2 definim evenimentul F,, ca fiind evenimentul ce consta
in faptul ca toti V; =0 cun—/n<i<n.

Probabilitatea acestui eveniment este, datorita independentei v. a.
(Yn)nEN* :
1
PE)= [ Pri=0= T]] -7
n—y/n<i<n n—y/n<i<n L
Se gtie ca pentru orice numir real, 0 < b < 1 este adevarata inegalitatea

1—-b<e b,
1
YL

Utilizand acest fapt, putem scrie P(E,) < e n—y/n<i<n , de unde
rezultd lim P(E,) = 0.

n—oo
Definim, cu ajutorul sirului (Y,),en+ considerat mai inainte girul de
v. a. (Xp)nen+ astfel :

Xi1=Y

Y — Y., daca se realizeaza E
"1 #£1, cu probabilititi egale daca se realizeazd evenimentul E,,

pentru orice n > 2

Avem E(X,) = 0 si E(X2) = P(E,) + (1 — P(En))%\/ﬁ de unde
lim F(X?2) = 0, adica (X,,),en+ converge in medie de ordinul 2 citre
n—oo

0. Sa aratam ca girul (X,),en+ nu converge aproape sigur catre 0.

Sa presupunem ca sgirul (X,,),en* converge aproape sigur catre 0.

Atunci, deoarece v. a. limitd X = 0, rezultd ca pentru orice § < 1
avem

Tjs = {w/IXj(w)| < 0} = {w/X(w) = 0} = ES N {w/Yj(w) = 0}
Prin urmare Tj5 C {w/Yj(w) =0} §i T}5 C E$

oo
Deoarece Sy, s = ﬂTj,g va rezulta ca putem scrie

j=n
Stm—ym],s = ﬂ Tjs C ﬂ {w/Yj(w) = 0} C E,, unde
j=[m—+/m] j=[m—y/m]

prin [m — /m] intelegem partea intreagd a numarului m — /m.

o (0.)
Mai departe putem scrie S, 5 = ﬂTj,g C ﬂ E C Ey,.

j=n j=n
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30.

31.

Deoarece am presupus ca girul (X,),en* converge aproape sigur, rezulta
ca pentru orice € > 0 exista un rang N = N (¢) astfel incat P(S, ) >
> 1 — ¢ pentru toti n > N.

Alegand pe m astfel incat m — \/m > N obtinem
P(Em) = P(Sim—/m),s) > 1 — ¢, rezultat in contradictie cu
P(EG) > P(Sms) =1 - ¢ m

Convergenta aproape sigura nu implica convergenta in medie de or-
dinul 7.

Solutie. Fie (Xp)nen+ un gir de v. a. cu repartitiile

2 2
an<—7f’“ 01 "{),r>o,nelN*

5z L7z g
o0 o0
Fie Tj5 = {w/|X;(w)| <6}.5 = [Ty 51 S5 = (JT5s

[e.e]

Atunci P( SC = U ) < iP
j=n

= > P{w/1X,)] > 6})

Din definitia sirului de v. a. (Xn)neN* urmeazé ca pentrun > 1 si
2
0 < 1 avem P({w/\Xj(w)\ > 5}) = {w/X — —j?})—i—

P({w/Xj(w) = j%}) = % asa ca P(S, Z%

Deci lim P(S,s) = hm P( ﬂ {w/|X;(w)| <6}) =1, adica (Xn)nen+
j=n

converge aproape sigur catre 0.

Pe de altd parte, E(|X,|") = P(|X,|" # 0) + P(|X,|" = 0) = 1, deci
sirul (X,,),en* nu converge in medie de ordinul r catre 0. O

Sa se arate ca daca un gir de v. a. converge in probabilitate, nu rezulta
ca girul dat converge aproape sigur.

Solutie. Consideram campul de probabilitate (€2, K, P), unde 2 =
= [0,1), K = By 1), P masura Lebesgue pe dreapta .

Pentru fiecare numar natural m vom considera sirul de v. a.
Xl(m), Xém), .. ,X,(nm) definite astfel:

Xj(m)(w) :{ 1, dacaw e {%,%)

0, 1n rest
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Punem Xl(l)(w) = l,w € [0,1) si consideram urmatorul gir de v. a.
xM x® x® x® xB x® o xM xM o xM
Oricare ar fi € > 0 avem
P({w/1X" (@) 2 e}) = P({w/w € [51,5) }) = L.
Daca n > N(e,n) atunci P({w/|X,£")(w)| > e}) < n, deci sirul de v.
a. considerat converge in probabilitate catre 0.
Se observa ca sirul nu converge aproape sigur catre 0. Intr-adevar,
daci wy € [0, 1), atunci pentru orice m exista un j astfel incat

wo € [E l), deci Xj(m) (wo) =1 si de aici rezultd cd in sirul

m ’m
XM (wo), X2 (wo), X (wo), X (wo), X5 (wo), X5V (wp), .. . oricare ar
fi rangul termenului din gir gasim dupa el termeni ai girului egali cu 1,
care demonstreaza afirmatia. O

Convergenta in probabilitate nu implica intotdeauna convergenta in
medie de ordinul r.

Solutie. Fie sirul de v. a. (X,)pen+, unde P(X, =0)=1— %

2
P(X, =—n) = P(X, =n) = 5.
Atunci Ve > 0 i Vi > 03n > N(g,n) astfel incat P(|X,| > ¢) = ﬁ <

< n indatd ce n > N(g,n), ceea ce arata ca girul (X, ),en+, converge
in probabilitate catre 0.

Pe de alta parte, F(|X,, —0]?) = E(X2) = 1, deci sirul nu converge in
medie de ordinul 2. O

Sa se arate ca daca (X, )n,en+ converge in repartitie, nu rezulta ca el
converge si in probabilitate.

Solutie. Consideram campul de probabilitate (€2, K, P), unde Q =
= [0,1], K = Bjg 1) si P masura Lebesgue pe dreapta .

Definim girul de v. a. (X,,)p,en+ astfel:

[0, daciwe[0,3)
Xn(w) = { 1, dacaw e [%,1]

siv. a. X astfel

X(“):{ 0, daciwe [L1]

Atunci P({w/|Xp(w) — X(w)| = 1}) = 1, deci sirul (Xp)pen+ nu
converge in probabilitate catre X.
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Functiile de repartitie ale v. a X, si X sunt:

0, dacaxz <0
Fo(z) = P{{w/X,(w) <z})=1< 3, daca0<z<1
1, dacazxz>1

0, dacax <0
%, daca0 <z <1
1, dacaz>1

F(z)=P{w/X(w) <z}) =

deci F,(z) = F(z),z € R,n=1,2,... = lim F,(x) = F(z) ceea ce
n—oo

dovedeste ca sirul (X,,),en+ converge in repartitie catre X. O

34. Se stie ca functia caracteristica este continud pentru orice t € IR,

precum si teorema lui Helly. S& se arate ca este esential ca limita ¢(t)

sa fie continua in ¢ = 0.

Solutie. Fie

0, daca z < —n
Fo(z) =4 &2, dacda —-n<az<n
1, daca z >1

Densitatea de repartitie corespunzatoare este

L daci —n<z<n
— 2n’
Jn(@) { 0, 1n rest
Sirul functiilor caracteristice este dat de ¢, (t) = 5 [" el?dy = S2nt
1, dacat=0

nlLH;osOn(t) =p(t) = { 0, 1n rest

Se vede ca functia limita nu este continua in ¢ = 0.

1
Corespunzator acestui fapt avem pentru orice x fixat lim F,(z) = 2
n—oo
adica limita girului (F,(x)),en* nu este o functie de repartitie. O
35. Sa se arate ca sirul functiilor de repartitie (F},(x)),en* corespunzator
sirului de functii caracteristice (¢n),en+ date prin relatiile ¢, (t) =

= e'™ n € IN* nu converge citre o functie de repartitie.

Solutie. Se observa ca sirul (¢p)nen* nu converge in afara de t =
= 2kmw. Nefiind indeplinite conditiile din teorema lui Helly, rezulta ca
F,(x))nen* nu converge catre o functie de repartitie.
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Acest lucru se observi si direct, si anume ¢, (t) = €™ reprezinta
functia caracteristica a v. a. X, cu masa concentrata in punctul
n.

Deci

0, dacax<n
1, 1in rest

Fu(z) = P{w/Xo(w) < 2}) = ez —n) == {

Sub aceasta forma se vede ca lim F,(x) = 0 pentru orice z fixat. [
n—oo

Probleme propuse

. Aplicand inegalitatea lui Cebigev, sa se gaseasci limita inferioard a

probabilitatii inegalitatii ‘% — %’ < ﬁ, unde « reprezinta numarul
de aparitii ale fetei 5 in 100000 aruncari de zar.

. 71
R:

. Sa se determine numarul n al probelor independente incepand cu care

are loc P (}% — p‘ <0, 1) > 0,97, daca intr-o singura proba evenimen-
tul se realizeaza cu o probabilitate p = 0, 8.

R: Cf. teoremei lui Bernoulli = n > 534

. Fie (X,,)n un sgir de v. a. independente ale caror valori i probabilitati

sunt
¥ —k —(k-1) ... -1 0 1 ... k-1
E~ | 1 1 1 2 1 1 1
W 3(]{;—1)3 ... § 1 - 5(1 —"_ .. —"_ ki‘?,) g o .. 3(k—1)3
k=1,2,... Sa se arate ca sirul dat se supune legii numerelor mari in

formularea lui Cebigev.

. Fie (X)), un gir de v. a. independente care pot lua valorile ++/n si 0

cu probabilititile P(X; = 0) = 1, P(Xy = Vk) = P(X) = —Vk) =
= %, P(X,=0)=1- %, k =2,3,... Sa se arate ca sirul dat se supune
legii numerelor mari.

. Fie (X)), un gir de v. a. independente de valori medii E(X,) =

= 0,¥n > 1 si dispersii D?(X,,) = n*,V¥n > 1, unde 0 < X\ < 1. S& se
arate ca sirul dat se supune legii numerelor mari.

. Fie (X,,), un gir de v. a. independente astfel incat P(Xy = —Vk) =

= P(Xy =Vk) = % Sa se arate ca sirului i se poate aplica teorema
lui Leapunov.

. Fie (X,,)n un gir de v. a. cu densitatile de repartitie

%~e_cki’“, ac>0,c>0,0<0z<l
fx (@) =4 oF 2
k 0, z <0

|- =

w
x

o
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n
~ 1% v . (o3
Notam Y,, = % E X, sa se arate ca girul de v. a. <Yn — éﬁl)
n
k=1

converge in probabilitate la 0.

o

R: Calculam dispersia variabilei Y,, — {5 si apoi folosim inegalitatea
lui Cebigev




Capitolul 5

Procese stochastice
(aleatoare)

5.1 Notiuni teoretice

I.Lanturi Markov omogene
Definitia 5.1. Fie (X,,)p>0 un gir de v. a. discrete, luand valori intr-o
multime finitd sau numarabila S, numita spatiul starilor.

a) Sirul (X,),>0 formeaza un lant Markov daca pentru orice n € IN*
siig,...,i, € .5, avem

P(Xn = in/XO - iOa cee 7Xn—1 = in—l) - P(Xn - in/Xn—l - Z'n—l)
b) Un lant Markov se numeste omogen daca probabilitatile
P(Xn =i/Xn-1=1J) =Dpi

sunt independente de n. In cazul cand lantul Markov are un numar finit
bun ... DPIN
de stari 1,2,..., N, el se numeste finit. Matricea P =
bn1 ... PNN
se numeste matricea probabilitatilor de trecere (tranzitie) a lantului
Markov considerat.

Proprietati
1. Linia ¢ a matricei P, formata din elementele p;1p;o...p;n contine
probabilitatile de trecere din starea ¢ in starile 1,2,..., N.

2. P este o matrice stochastica , adica este formata din elemente
pozitive, iar suma elementelor fiecarei linii este 1.

3. Notand p;j(n) = P(X, = j/Xo = i), probabilitatea de a trece dupa
n pasi din starea ¢ in starea j, se obtine matricea de trecere dupa n
pasi P(n) = (pij(n));; care verifica relatia P(n) = P". In particular,
P(n) = P(n —1)P si P(n) = PP(n — 1), de unde rezulta ecuatiile directe

124
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ale lui Kolmogorov p;;(n) = Zplk(n — D)pyj,i,j € S, precum si ecuatiile
k
inverse p;j(n) = Zpikpkj(n —1),i,j € 8.
k

1 2 -
pi(n) p2(n) ...pn(n)
vectorul de probabilitate p(n) = (p1(n),p2(n),...,pn(n)), unde
p(n) = p(0)P".

Definitia 5.2. Un lant Markov cu matricea de trecere P este ergodic daca

lim P" =TI, unde II este o matrice stochastica , avind toate liniile egale
n—oo

cu un anumit vector de probabilitate ¢ = (o102 ...0,) numit repartitia
stationara a procesului.

Criteriu de ergodicitate Daca In > 0 astfel incat matricea P" sa aiba
toate elementele strict pozitive, atunci lantul este ergodic.

Gasirea repartitiei stationare Fie P matricea de trecere a unui lant
Markov ergodic, atunci distributia limita este unicul vector de probabilitate
o satisfacand ecuatia vectoriala o P = o.

Observatia 5.1. Daca o este repartitia stationara a unui lant Markov
ergodic, atunci sirul distributiilor p(n) la momentul n satisface relatia

4. Repartitia v. a. X, ~ < este definita de

lim p(n) =0
n—oo
I1.Procese stochastice cu timp continuu de ordinul al doilea
Fie (X(¢))¢>0 o familie de v. a. . Pentru orice n momente de timp
t1 <ty < ... < t, vectorul aleator cu componentele X(¢1),...,X(t,) se
numeste o sectiune n-dimensionala a procesului.
Caracteristicile stochastice ale procesului X (¢) sunt:
a) Media la momentul ¢t : m(t) = E(X(t))
b) Variatia la momentul ¢ : V(¢) = D?(X(t))
¢) Functia de autocovarianta : K(s,t) = cov(X(s), X(t))
K(s,t
V((S)‘z(t)
Procesele cu proprietatea E(X ())? < co se numesc functii aleatoare de
ordinul al doilea.

d) Functia de autocorelatie : r(s,t) =

Definitia 5.3. Procesul aleator (X(t)):>0 se numeste stationar daca
functia m(t) este constanta , iar functia de autocovarianta K (s,t) depinde
numai de diferenta ¢t — s : cov(X(s), X(t)) = K(t — s) pentru o anumita
functie de o variabila K (t) egala cu covarianta dintre X (r) si X (¢t+7),7 > 0.

Proprietati ale covariantei unui proces stationar:
1. K(t) = K(—t)

2. V(t) = K(0)

3. |K(t)| < K(0)

Definitia 5.4. Functia r(t) = KT(;) se numeste functie de autocorelatie
a procesului.
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Definitia 5.5. Un proces (X(t)):>0 este cu cresteri independente
stationare daca :

1. Pentrut; < to < ... < tp, variabilele X (¢1), X (t2)—X (1), ..., X (tn)—
— X (tp—1) sunt independente in totalitate.

2. Pentru s < t, variabila aleatoare X (¢t) — X (s) are aceeasi repartitie ca
si X(t—s)— X(0).

ITI.Procese Markov omogene

Consideram un proces aleator cu timp continuu (X (¢)):>0, in care fiecare
v. a. X(t) este discreta si ia valori intr-o multime finitd sau numarabila S.
Definitia 5.6. a) Procesul (X(¢));>0 este un proces Markov daca pentru
orice sir de momente 1 < ty < ... < t, si orice stari i1,49,...,1, € S avem

P(X(tn) =in/X(t1) =11,..., X(tn—1) =in-1) =

= P(X(tn) = in/X(tn_l) = in_1>

b) Procesul Markov este omogen daca P(X(t) = j/X(s) = i) = psj(t — ).
Matricea de functii P(t) = (pi;(t));; este matricea de trecere a pro-
cesului si satisface relatia P(s +t) = P(s)P(t).
Matricea g;; = pi;(0) se numeste intensitatea de trecere din starea
i in starea j, iar matricea Q = (¢;j)i; este matricea intensitatilor de
trecere.

Definitia 5.7. Procesul se numeste ergodic daca lim P(t) = II, unde
n—oo

IT este o matrice satisfacand proprietatile di definitia 5.2, in raport cu
un anumit vector de probabilitate o = (01092...0,...) numit repartitia
stationara procesului.

IV.Clase importante de procese aleatoare

1. Mersul la intamplare pe o axa este un lant Markov cu spatiul
starilor 7ZZ, in care trecerea din starea i se poate face doar in starea i+ 1 (cu
probabilitatea p;) sau in starea i — 1, (cu probabilitatea ¢;); probabilitatile
de trecere sunt :

Di, j:’i—i-l
) G J=1—1
Pig l—pi—q, j=1

0, in rest

2. Procesele de ramificare sunt lanturi Markov (X,,),>0, unde Xy =

= 1, X1 este o v. a. luand valori intregi nenegative gi are functia gener-
Xn

atoare G(t), iar pentru n > 1, X,,11 = ZZ’“ unde (Z)i este un sir de

k=1
v. a. , independente si identic repartizate cu functia generatoare G(t) (X,

poate reprezenta de exemplu numarul de particule din a n- a generatie,
rezultate prin dezintegrarea succesiva a unei particule date, dacd numarul
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de descendent;i directi ai fiecarei particule este o v. a. cu functia generatoare
G(t))

3. Procese gaussiene Un proces cu timp continuu (X (¢)):>0 se numeste
gaussian daca orice sectiune n- dimensionala a sa este un vector aleator cu
o repartitie normala n- dimensionala .

4. Procese Weiner Sunt procese gaussiene cu X (0) =0, E(X(¢)) =0
si cresteri independente stationare.

5. Procesul Poisson cu intensitate A Este un proces (N(t))i>0 cu
cresteri independente stationare astfel incat N(0) = 0, iar pentru ¢t > 0,
N(t) este o v. a. repartizata Poisson cu parametrul At.

Observatia 5.2. Fie Ty = 0,7, = inf {t > 0/N(t) = n}, momentul
producerii celui de-al n-lea eveniment Poisson si X, =T, — T,

(n > 1), timpul de asteptare dintre doua evenimente succesive. Atunci
v. a. X1,Xo,...X,,... sunt independente si fiecare din ele are repartitia
exponentiala cu parametrul .

6. Procesul de nastere si moarte Este analogul continuu al mersului
la intdmplare : un proces cu timp continuu X (¢))¢>0 si valori intregi avand
intensitatile de trecere

A j=i+1
S j=i-1
Y _)‘l_:ul’ j:Z

0, in rest

5.2 Probleme rezolvate

1. Fie Pjp(—n) = P(Xpm = k/Xm4n = j),n = 1,2,.... Sa se arate ca
lim Pjx(—n) = P}, existd si ca P formeazd o matrice stochastica .
n—oo

. P(Xm=k,Xmin=7 P(Xmin=5/Xm=F)P(Xm=Fk
Solutie. Pj(—n) = (P(Xm+n:j) D = e Pf)/cmﬂzz')( :

- Py Py
Deci nlin;Oij(—n) =P

_ *

N | XN
In consecinta Z k= FZPkij.
k=1 I k=1

N N
) . . % _ A~ v v *
Insa E P, Py; = Pj;, asadar, E Pj, = 1, ceea ce Inseamna ca ij
k=1

k=1
formeaza o matrice stochastica . O

2. O urna contine 4 bile, fiecare putand fi alba sau neagra . Presupunem
ca se efectueaza un gir de extrageri dupa urmitoarea regula : daca
la o extragere s-a obtinut o bila alba , se pune in urna o alta bila ,
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neagra si invers, daca s-a obtinut o bila neagra , aceasta se inlocuieste
cu o bila alba . Numarul bilelor albe existente in urna dupa fiecare
extragere determina starea procesului.

a) Sa se arate ca acest proces este un lant Markov stationar;

b) Sa se afle matricea de trecere dupa un pas, dupa doi pasi.

Solutie. a) Definim un sir de v. a. (X,), astfel ca X,, sa reprezinte
numarul bilelor albe existente in urna dupa cea de-a n- a extragere,
n = 1,2,.... Vom arata ca procesul (Xp), definit in acest exemplu
este un lant Markov stationar.

Intr-adevar, fie i = 0,4 o valoare posibila a v. a. Xy, k = 1,n. Atunci,
pentru a calcula P(Xp1q = j/ Xk =4, Xp—1 = ik—1,..., X1 = i1) tre-
buie specificat numarul ¢ de bile albe existente in urna dupéa extragerea
k. In cea de-a k + 1-a extragere, probabilitatea de obtinere a unei bile
albe este i'. Daca se extrage o bila alba ; numarul bilelor albe din urna
va deveni ¢ — 1, iar In caz contrar va deveni ¢ + 1, a treia alternativa
fiind imposibila . Deci,

P(Xy11=7/Xp =1, X1 =t—1,..., X1 =11) =

i iy
4 ) J=1—= 1
=PXpp1=j/Xp=1)= 1—4, j=i+1
0, n rest
valorile ig_1,...,4; neinfluentdnd cu nimic rezultatul obtinut. Cum

probabilitatile de trecere nu depind de k, se verifica si caracterul
stationar al lantului.

b) Matricea stochastica a lantului dupa un pas este urmatoarea :

01 0 0 O
1 3
001 00
P:(pij(l))z’,j:()A: 0 1 g 1 (1)
00 5 0 4
000 1 O0
Matricea stochastica dupa 2 pasi este
1 3
7 07 00
020320
PP=13 0 § 0 3 O
03020
00 2 0 1%

. O urna contine 2 bile albe. Se alege din urna o bila la intdmplare,

se vopseste 1n rosu sau albastru si se pune inapoi. Apoi experimentul
continud : daca bila a fost nevopsita , se vopseste la intdmplare in rogu
sau albastru; daca bila a fost vopsita , i se schimba culoarea. Astfel,
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la un anumit moment, o bila din urna poate fi alba , rogie sau albastra
Starea urnei la orice moment este determinata de numarul de bile albe,
de bile rosii si de bile albastre din ea.

a) Care sunt starile posibile ale urnei?

b) Sa se scrie matricea corespunzatoare a probabilitatilor de trecere
dupa un pas.

Solutie. a) S1 = (2,0,0) : 2 bile albe, nici o bila rosie, nici o bila

albastra
Sy =(1,1,0) : o bila alba , o bila rosie, nici o bila albastra
S3=(1,0,1) : o bila alba , nici o bila rosie, o bila albastra
S4 =(0,2,0) : nici o bila alba , 2 bile rosii, nici o bila albastra
S5 =(0,1,1) : nici o bila alba , o bila rosie, o bila albastra
Se = (0,0,2) : nici o bild alba , nici o bila rosie, 2 bile albastre
11
SENEE
2 A1
0 s 0 0 ; =
_ 2 1 1
b) P 0 00 0 1 0 -
0003 0 %
0O 00 0 1 O

4. In modelul de hidrogen al lui Bohr electronul se poate gasi pe una
din multimea numerabila de orbite in dependenta de energia pe care
o poseda . Sa presupunem, mai departe, ca variatia starii atomu-
lui are loc numai la momentele ¢1,ts,.... Probabilitatea de trecere
a electronului de pe orbita ¢ pe orbita j in decurs de o secunda este
Pij = cie~=Il(a > 0). Si se calculeze: a) probabilititile de trecere
in decurs de 2 secunde; b) constantele ¢;.

Solutie. a) Probabilitatile de trecere a electronului de pe orbita ¢ pe
orbita j la momentul t5 depinde numai de 7 si j si nu depinde pe ce
orbita s-a gasit electronul la momentele anterioare lui ¢5. In acest caz,
avem un lant Markov cu un numar infinit de stari. Matricea de trecere
peste un pas este

cl cre”®  cie 2 cle3e

coe™ @ Co e~ cge 2

P = (pij) = | cse™* cg3e2@ 3 cge™ @
cie 3 cqe2 cue@ c4

De aici se pot obtine probabilitatile de trecere dupa doi pasi, adica in
decurs de doud secunde P, = P2
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De exemplu, p11(2) = c1(c1 + coe ™2 + cze 4 4 4076 + .. ) etc.

Deoarece suma probabilitatilor fiecarei linii este 1, avem

00
Clze_ka =1=c -
k=0

1770(:1201:1*6_&
— €

o0
1
co(e ™ —hy =1 — ) =1=
2( +kz_:0e ) ca(e +1—e_0‘)
=y = —H€ 7 ete. O

1+e—a4e—2a

. Doua firme de distribuit pizza, Pizza Hut (H) si Cuptorul cu lemne

(C), monopolizeaza piata in Bucuresti. Studiile de piata indica 609/
sanse ca un client de la Pizza Hut sa se duca la Cuptorul cu lemne,
in timp ce sunt 25 °/( sanse ca un client de la Cuptorul cu lemne s#
treaca la Pizza Hut. Presupunem ca un client obignuit comanda pizza
zilnic si ca luni pizza vine de la Pizza Hut. Care este probabilitatea
ca miercuri pizza sa vina de la Cuptorul cu lemne?

Solutie. Fiecare zi este asociata cu una din cele 2 stari H si C'. Pre-
supunem H e starea 1 si C este starea 2 gi P = (p;;) matricea proba-
bilitatilor de trecere din starea ¢ in starea j

Avem P = (0’4 0’6>.

0,25 0,75
Probabilitatea ceruta este p12(2).
0,31 0,69
: 2 ) )
Obfinem P~ = <0, 2875 0, 7125)'
Deci p12(2) = 0, 69. O]

. Un meteorolog a dezvoltat urmatorul model pentru prezicerea vremii.

Daca ploua azi, probabilitatea este 0,6 ca va ploua si maine si 0,4 ca
nu va mai ploua maine. Daca nu ploua azi, probabilitatea este 0,2 ca
va ploua si maine si 0,8 ca nu va ploua maine.

a) Gasiti matricea de trecere P pentru acest lant Markov si matricea
de trecere dupa 2 pagi.

b) Daca ploua azi, care este probabilitatea ca va ploua si poiméaine?

c¢) Daca nu ploua azi, care este probabilitatea ca sa ploud si poimaine?
Solutie. a) Fie starea 1: ”ploud ” i starea 2 "nu ploua ”
p_ 0,6 0,4

0,2 0,8

0,44 0,56
2 _ ) )
P= <0,28 0,72)
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b) p11(2) = 0,44
C) D21 (2) = 0, 28 O

7. Intr-un anumit model psihologic comportamentul unui copil la gcoala
intr-o anumita zi e clasificat ”bun” sau "rau”. Daca un anumit copil
e bun azi, exista o gsansa de 0,9 ca va fi bun i maine , in timp ce daca
acest copil e rau azi, exista o sansa de 0,3 ca el sa fie rau gi maine.
Dat fiind ca acest copil e bun azi, gasiti probabilitatea ca el sa fie bun
inca 4 zile.

Solutie. Comportamentul copilului poate fi descris printr-un lant Markov

cu 2 stari, "bun” (starea 1) si "rau” (starea 2). Matricea de trecere
0,9 0,1

0,7 0, 3)

Probabilitatea ca acest copil sa fie bun inca 4 zile este probabilitatea
ca acest copil sa fie In starea 1 dupa 4 pasi, adica se cere probabilitatea

pentru acest lant este P = (

p11(4).
0,875 0,125
4 _ ’ ) _

Avem P* = (0’974 0 126) — p11(4) = 0,875 O

0 1 0
8. Fie un lant Markov a carui matrice de trecere este P = | 0 % %

1
= O 4
3 3

a) Sa se calculeze matricea probabilitatilor de trecere dupa 2, respectiv
3 pasi.

b) Lantul este ergodic?

c¢) Daca este ergodic, atunci sa se determine probabilitatile limita .

Solutie. a) P? =

QO =] =
Sl |~rol—

e
A
8
18 54
b) Deoarece exista un astfel de numar natural n, pentru care toate

elementele matricei P™ sunt strict pozitive, atunci, cf. criteriului de
ergodicitate, lantul este ergodic.

BN

pP3 =

S——— oo~ O

Sle&loi-

c¢) Deoarece lantul este ergodic, atunci exista unicul vector (p1, p2, p3)

0 1 0

pentru care (p1,p2,p3) - ? % % = (p1,Pp2,p3)
1 9 2
3 3
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De aici obtinem urmatorul sistem de ecuatii :

%p3=p1

D1 +%p2 =p2
%p2+§p3 =Dp3
pr+p2t+p3=1

)

N[

a carui solutie este vectorul (%, %7

Prin urmare, daca n — oo, P" tinde catre matricea

O ==y =
[SSIENIEN E
ISIEE NI NI

. Presupunem ca inainte de a fi faicuta o evidenta a legaturii dintre fumat

si bolile respiratorii, 40°/q din adultii de sex masculin erau fumitori
si 60°/q erau nefumitori. La un an dup# ce aceasts evidenta a fost
ficuta public, 30°/o dintre fumatori s-au oprit din fumat, in timp ce
10°/o din nefumitori au inceput si fumeze.

a) Scrieti matricea de trecere a lantului Markov cu 2 stari;

b) Reprezentati distributia initiala a fumatorilor si nefumatorilor ca
un vector probabilitate;

c) Gasiti vectorul probabilitate ce descrie distributia fumatorilor si
nefumatorilor dupa un an;

d) Gasiti vectorul probabilitate ce descrie distributia fumatorilor si
nefumatorilor dupa 2 ani.

Solutie. a) Starile sunt ”fumator” (starea 1) si "nefumator” (starea 2)

0,7 O,3>

si matricea de trecere este P = <0’ 1 0.9

b) (0,4;0,6)

¢) (0,4:0,6) <gz 83) — (0,34: 0, 66)

0,52 0,48
2 _ ) ’
dP” = (0, 16 0,84)

0,52 0,48

. 2 .
(0,4;0,6)P= = (0,4;0,6) <0’ 16 0,84

> = (0,304; 0, 696) 0

In modelul stochastic de invatare bazat pe teoria selectarii stimulilor
propus de W.K. Estes in 1950, se considera un lant Markov cu 2 stari.
Astfel starea 1 semnifica faptul ca subiectul a invatat, de exemplu,
sa primeasca o aluna sau s evite un goc electric. Starea 2 semnifica
faptul ca subiectul nu a invatat inca . Se presupune ca de indata ce
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subiectul a invatat el nu mai uita , iar daca nu a invatat inca , el
va reusi cu probabilitatea « sa invete dupa fiecare incercare. Sa se
determine matricea de trecere si sa se calculeze pai(n).

Solutie. P = <p11 p12> = (1 0 )
P21 P22 a 11—«

Pentru a calcula p9;(n), adica probabilitatea de trecere din starea 2 in
starea 1 dupa n pagi, trebuie s determinim matricea P". Calculdm
valorile proprii : det(P —A3) =0= A\ =1, =1—«

Determinam vectorii proprii corespunzatori din sistemele :
Pu = A\u, Pv = A\ si rezultd u = (1,1)!,v = (0,1)?

. 1 0\ . 1 0
FleT—(1 1)§1D—<0 1_@)

Atunci T'PT =D = P=TDT ' = P"=TD"T"! = G 2) :

: (Cl) (1 _Oa)n> : (_11 (1)) = (1 B (11_ - _Oa)”> — po1(n) =
O

=1-(1-a)"

Un sistem de telecomunicatii transmite cifrele 0 si 1. Fiecare cifra
trece prin mai multe stadii de prelucrare, in fiecare stadiu existand
probabilitatea p ca sa fie transmisa corect i probabilitatea ¢ =1 —p
ca ea sa fie transmisa gregit. Fie X cifra care intra in stadiul £ de
prelucrare.

a) Scrieti matricea P a lantului Markov omogen cu starile {0, 1} astfel
obtinut si calculati P, n € IN*, precum si P(Xo =1/Xy = 1),
P(X;=0/X35=1)

b) Determinati repartitia stationara

c¢) Daca Xy ~ ((1] %), calculati repartitia v. a. X, si
3 3

P(Xo=0/X, = 1)

Solutie. a) Din ipoteza P(X,4+1 =1/X, =1) =

=P(X,11=0/X,=0)=0p

P(Xpi1=1/Xp =0) = P(Xps1=0/X, = 1) = q, deci
pP— (poo pm) _ (p Q>
pio P11 q p
Determinam valorile proprii ale lui P : det(P — A\y) =0 =
— M =p—q =1

Determinam vectorii proprii din sistemele Pu = Aju i Pv = Agv
—u=(1,-1)v=(1,1)
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o (1 1\ .. (p—q O
FleT<_1 1)§1D< 0 1)
Obtinem T-'PT =D = P=TDT ' = P"=TD"T! =
(1N (e—™ 0 (3 —3)_
-1 1 0 1) \5 3

_(3+5p—9" S—3—q"
g RS A S )
1

>
—+
o
=
Q.
Y
—~
>
[N}
I
—_
~
>
o
I
N~—
I
=
[y
—
—
\V)
N—
I
NI
|
N
5}
|
)
N~—
no

¢) Notand p(n) = (P(X, =0), P(X,, = 1)) obtinem p(n) = p(0)P" =
SR TE Rt e (A
2 5T 3

7 N
SN

1_ 10, n1l
Atunci P(Xg =0/X,=1) = P ":11%?:2)1])3()(0:0) = 2%+2%(€p_q;),13 =

1-(p—)" 0

Daca (X, )n>0 este un lant Markov omogen cu matricea probabilitatilor
de trecere P = (p;j), atunci P(X¢ =i, X1 =i1,...,Xp =in) =
= P(Xo = i0)Pigir Piris - -  Pin_1in-

Solutie. Aplicam formula de inmultire a probabilitatilor obtinem

P(Xo = i0, X1 = i1, ..., X = in) = P(Xo = io)-

'P(Xl = il/XO = ’io)P(XQ = iQ/Xl =11,X9 = io) ca..

P(Xn = Z.n/)(nfl =lip_1,... X0 = iO)a

iar formula din enunt rezulta tinand cont cad P(X; =i1/Xo =ig) =
= pioilaP(XQ == iQ/Xl == il,Xo == io) = Piiio etc. O

Matricea probabilitatilor de trecere ale unui lant Markov omogen este
0,1 0,5 0,4
. 1 2 3
P=10,6 0,2 0,2],iar Xg ~ (0 7 02 01
0,3 0,4 0,3 ’ ’ ’
variabilei X si probabilitatea ca la momentele n = 0,1, 2 lantul sa se
gaseasca in starile 1,2,2 respectiv.

) . Calculati repartitia

0,1 0,5 0,4
Solutie. p(1) = p(0)P = (0,7,:0,2;0,1) [ 0,6 0,2 0,2] =
0,3 0,4 0,3
= (0,22;0,43;0,35)
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. 12 3
Deci X1”<0,22 0,43 0,35>

Aplicand problema precedentd obtinem P(Xp=1,X; =2, X, =2) =
= P(Xo=1)P(X; =2/Xo=1)P(Xs=2/X; =2, Xo = 1) =
= P(Xo=1)p1ap22 =0,7-0,5-0,2 =0,07 O

Sa presupunem ca intr-o uzina exista o magina care datorita procesului
tehnologic respectiv o perioada de timp lucreaza iar o perioada sta s.
a. m. d. S& notam cu Ag starea maginii cand nu functioneaza si cu A
starea masinii cand functioneaza . Fie p;; probabilitatea ca din starea
A; sa se treaca in starea Ay (j,k = 0,1) si anume daca la momentul ¢ a
fost in starea A; la momentul ¢ + 1 sa se treaca in starea Ay. In plus,
daca presupunem ca pg; = A §i p1g = i, atunci matricea de trecere

este <1 —A A > S& se calculeze lim p;(n),i =0, 1.
1% 1 n—00

Solutie. Introducand probabilitatile initiale P(Xo = i) = p;,
P(X,, = k) = px(n) este data de relatia pi(n) = Zpipik(n),

K3
k=0,1,...,n=1,2,..., care se mai poate scrie si sub forma pg(n) =
= Zpi(n—r)pik(r), 0 <r <mn(l), unde ppr(0) = 1 si p;z(0) = 0 daca

i
J # k sip;(0) = p;
Daca P(Xo = ig) = 1 avem p;, = 1 si p; = 0, dacd j = ip, atunci
Pe(n) = pigk(n)
Sa ne reintoarcem la exemplul considerat. In relatia (1) luam k =
=1,7=1,j=0,1 si obtinem p1(n) = po(n — 1)por + p1(n — 1)pn
Cum po(k) + pi(k) =1 = po(n — 1) =1 —pi(n —1). In plus avem
po1 = A si pro = p.
Deci p1(n) = (1 =pi(n —1))A+pi(n —1)(1 — p).
Prin inductie se obtine pj(n) = ﬁ +(1=A=p)" (pl — ﬁ) si cum
po(n) =1 —pi(n), avem py(n) = )\_’i—# +(1=X=p)" (p - ﬁuu)
Intr-adevar, pentru n = 1,2 avem
p1(1) = (1 =p1(0)A +p1(0)(1 = p) = p1(1 = A = p) + A;p1(0) =
=p;;p1(2) =p1 (1)L = A= p) + A= p1(2) = p1(1 = A — p)* + A\(1-
—A — ) + A, de unde adunand i scazand ﬁ/\u(l — X — p)? obtinem
p1(2) = (1 =X —p)? (pl — ﬁ/\u) 4 ﬁ, po este probabilitatea ca la

momentul ¢ = 0 masina sa stea, p; este probabilitatea ca la momentul
t = 1 masina sa functioneze.
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Cum |1 — X — | < 1, cu exceptia A = p = 0 sau A = u = 1 obtinem

, lim po(n) = L -

i
lim py(n) = N

)\—i-

In lichidul dintr-un vas studiem particulele care realizeaza o miscare
browniana . Delimitam o parte din vas si cercetam numarul partic-
ulelor care se afla In acea parte la momentele ¢t = 0, n; sa notam aceste
numere cu X1, Xo,...,X,. Presupunem ca probabilitatea ca o par-
ticula sa iasa din partea delimitata in unitatea de timp, este egala cu
a, iar probabilitatea ca sa intre in partea delimitata in aceeasi unitate
de timp m particule este %e_)‘(m = 0,1,...). Sa se scrie proba-
bilitatile de trecere si px(n).

Solutie. In acest caz probabilité‘gile de trecere vor fi
min(j,k) )\k—h

Pjk = P(Xn+1 = k/Xn = ] Z ChCKJ h Oé)hme_)\

Daca se noteaza cu py(n) probabilitatea ca la momentul t = n sa avem
in portiunea respectiva k particule, atunci pg(n Zp] p]k

Stim ca lim pg(n) = pr, k=0,1,...
n—oo

Introducand notatia G(z Zpkz avem G(z Zp] Zp]kz
j=0 k=0

Tinand sema de expresia lui pj; obtinem
G(z) = DG+ (1 - a)(z —1)] (*) deoarece

Zp]kz [+ (1 —a)zer==Y

Inmultim (*) cu emal=D) si introducand notatia H(z) = G(z)-e” « a1
rezulta cd H(z) = H[l1 + (1 — «)"(z — 1)] si cum termenii sirului
14 (1 —a)"(z — 1) sunt toti in cercul unitate si nlLH()lo[l +(1—a)"(z—
—1)] = 0, avand in vedere continuitatea lui H(z) in z = 1, obtinem ca
H(z)=H(1)=G(1)=1= G(2) = eal= si astfel si distributia
limita (nlLrgo pr(n) = pi) este o repartitie Poisson cu valoarea medie .

Repartitia este in acest caz in mod natural stationara . O

Fie (Xp)n>0 un sir de v. a. independente luand valori intr-o multime
numarabild S. Aratati ci el este un lant Markov. In ce conditii acest
lant, este omogen?
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Solutie. Datorita independentei avem

P(X, =in/Xo=1t0,...,Xpn-1 =1in-1) = P(Xp, =1in) =

= P(X,, = in/Xn-1 = in—1), deci proprietatea Markov este satisfacuta
Pentru ca lantul sa fie omogen trebuie ca P(X,, = j/X,—1 =1i) =

= P(X,, = j) sa nu depinda de n, deci P(X,, =j) =

= P(X, =j),Ym,n € N,j € S, adica v. a. (X,,) trebuie sa fie identic
repartizate. 0

Fie (X (t))t>0 un proces cu cresteri independente stationare, X (0) = 0
si cu valori in IN. Notand P(X (t) = n) = p,(t), aratati ca :

a) pentru s < t, P(X(t) = j/X(s) =1) = pj—i(t — s);

b) pentru t; <t < ... <tyn, P(X(t1) =11,..., X(tn) =in) =

= Piy (t1)Pig—iy (t2 — 1)+« Dipy—iny_y (tn — tn—1);

c¢) deduceti ca (X (t)) este un lant Markov omogen cu probabilitati de
trecere p;;(t) = pj—i(t).

Solutie. a) P(X(t) =j/X(s)
iar prin ipoteza variabilele X (t) —
P(X(t) — X(s) =7 —i/X(s)
b) Rezulta din relatia P(X (¢ 1) iy ooy X(tyn) =ip) =

= P(X(tl) = il,X(tQ) —X(tl) = 22 —21,... ,X(tn) —X(tnfl) =

=lp —in—1)

C) Cft. b), P(X(tn) = in/X(tl) = il, e ,X(tn_l) = in—l) =

= Dip_rins1(tn —tn—1) = P(X(ty) = in/X(tn—1) = in—1), deci propri-
etatea lui Markov este verificata .

Prin definitie, p;;(t) = P(X (s +t) = j/X(s) = i), iar cf. a), membrul
drept al ultimei relatii este egal cu p;_;(t). O

i) = P(X ()~ X(s) = j—i/X(s) =),

=P
X (s) si X(s) sunt independente, deci
=DPj-

it —s)

II\-/II

Fie X(t) un proces Poisson, unde 0 < ¢t < 1 0 < k < n. Stiind
ca pana la momentul 1 au loc n sosiri, care este probabilitatea sa se
produca exact k sosiri in intervalul [0, ]?

Solutie. P(X(t) = k/X(1) = n) = ZEO—kX()=n) _

P(X(1)=n)
_ P(X(#®)=k,X(1)-X()=n—k) _ P(X@t)=k)P(X(1)—X(t)=n—k) __
- P(X(1)=n) - P(X(1)=n) -
(Ml)k _ae D=k e—A1-1)
== P = Cktk(1 —t)nF O

n!

Sa se arate ca pentru un proces Poisson X (t) are loc convergenta in
( ) P

probabilitate — X\ daca t — oo.
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Solutie. Folosind inegalitatea lui Cebigev pentru v. a. & si tinand

s
n

/\t
cont ca D?(X(t)) = Mt (deoarece E(X Zk e M = A

L (ARl

.)\tz ((k z i = e M. M.\t = At si analog se calculeazi E(X2(t)) =
=0

D2(X(i)) A\

¢ :t?z—>0, daca

L\ daci t — 00 O

= A\t + A\%?) avem P(\&

t— oo, ceea ce demonstreaza ca

— A >e) <
()

2

Probleme propuse

. Sa se calculeze matricea probabilitatilor de trecere dupa 2 pasi, re-

spectiv 3 pa§1 pentru lantul Markov a carui matrice de trecere este

1
V27
Pl
3 2 0
11 1 1 3 3
i 1 1
2 t 11 s_ (3 % 38
R: P A R A
11 1 s 3 1
i 1 2 8 8 14
11 1
2 4 4
. Fie un lant Markov dat de matricea de trecere P= |0 0 1. S&a
o o \p g 0
se calculeze probabilitatile stationare stabilind mai intai ca lantul este

ergodic.

R: (11, 11> 11)

. La un moment initial intr-o urna se gasesc a bile albe gi b bile negre. Se

efectueaza un gir infinit de extrageri astfel incat dupa fiecare extragere
se pun Inapoi in urna 2 bile de culoarea bilei extrase. Numarul bilelor
albe din urna dupa extragerea k determina starea procesului. Sa se
calculeze probabilitatile de trecere din starea ¢ in starea j dupa un pas.

R:

atbtk—i o _ -
[
P(Xyp1=7/Xk=1) =% oo J=i+1
0, in rest

. Vremea in tara vrajitorului din Oz este un lant Markov omogen cu 3

2

stari :s; : "ploaie”, s : "vreme buna ”, s3 : "zapada : si matricea

probabilitatilor de trecere P = . Sa se calculeze :

SO [ =0 | =
A= O el
DO =D | = =
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a) probabilitatea ca dupa 3 zile de la o zi cu vreme buna sa avem o zi
cu zapada ;
b) repartitia stationara .
. o) 13 2 12
R:a) 35, b) (5,5 5)

5. Calculati repartitia stationara a unui lant Markov cu matricea de tre-

cere P =

= O N

== O
D=0 DN | =

R: 3-(8,9,20)

6. Fie lantul Markov cu 2 stari Ey si Fo cu probabilitatile de trecere
p11 = p22 =p,p12 = p21 = q(0 < p < 1,p+ g = 1) si repartitia initiald
P(Xo=1)=0a,P(Xo=2)=p(a+p=1). Se cer:

a) sa se determine probabilitatile de trecere dupa n pasi (p;r(n));
b) sa se determine probabilitatile limita ;

c) sa se determine probabilitatea P(Xy =1/X,, = 1).

%+ (p—Qq)" % _ (p—2q)”
R: a) P" = 1_ (=" 1y (p—q)™
2 2

2 2

_ 1
b) nh_}rgooz ‘p11(n) + B -p2r(n) = )

‘ 1
Jim a - po1(n) + 8- paa(n) = 3

Lantul este ergodic si distributia lui limita (p1, p2) se obtine rezolvand
sistemul

PL=p1-p+tp2-q

p2=p1-q+tp2-p

p1tp2=1

C) P(XO _ 1/Xn _ 1) _ P(Xo=1)P(Xn,=1/X0=1) _ apii(n) _ atalp—¢)"

P(Xn=1) = pi(n) T 1+ (a=B)(p-g)"



Capitolul 6

Metode statistice

6.1 Notiuni teoretice

Teoria selectiei

Fie X o v. a. reprezentand o anumita caracteristica numerica (durata
de viatd , venitul, numar de defectiuni etc.) a unei populatii statistice.
Rezultatele numerice 1, z9, .. .,x, obtinute prin n masuratori (interogari,
observari etc.) formeaza o selectie empirica de volum n a v. a. X.
Elementele multimii {xl,xg,...,xn} numite variabile de selectie au o
dubla interpretare:

1) considerate dupa efectuarea selectiei, variabilele x1, xa, . .. , x,, reprezinta
valori concrete pe care le folosim ca informatii asupra v. a. X si le notam
X1 :(L'l,...,Xn = Tn;

2) considerate inainte de efectuarea selectiei, variabilele Xy, ..., X, pot
fi privite ca v. a. independente si identic repartizate din punct de vedere
probabilistic cu v. a. X

Se considerd c& fiecare v. a. X;,j = 1,n se realizeazd cu aceeasi prob-
abilitate egala cu % Pe baza acestui fapt se construieste v. a. de selectie
(variabila empirica )

Definitia 6.1. Variabila aleatoare de selectie are urmatoarea repartitie

rr ... T N

X*w(l 1 ,in care P(X* =) = 2,Vk=1,n
S

Presupunand ca dupa efectuarea a n observatii am obtinut : de ny ori

a aparut Xi,...,de ng ori a aparut Xy, unde n; + ... + ng = n, atunci

r1 ... XIp
*
X~y ng

Media de selectie este T = w

n
. . . 1 _\2
Dispersia de selectie este 5? = 1 E (xx — )
k=1

140
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Selectii dintr-o populatie normala
1. Repartitia mediei de selectie dintr-o populatie normala

Teorema 6.1. Daca {Xl,Xg,...,Xn} este o selectie de volum n dintr-

o populatie normald N(m, o), atunci media de selectie X = w

urmeazd o repartitie normala N (m, %)
X-—m
[od

N

Corolarul 6.1. In conditiile anterioare are o repartitie normald stan-

dard N(0,1).

Teorema 6.2. Daca {XH, Xia,... ,le} $t {Xgl, Xoo, ... ,Xgnz} sunt doua
selectii de volum ny, respectivny din populatiile normale N(mq,o01) i N(mg, o2)
n n

si dacd X1 = n%ZX”f si Xo = n—IQZX% sunt mediile de selectie core-
k=1 k=1
spunzatoare, atunci v. a. Y = X1 — Xo are o repartitie normala

0'2 02
N(ml—mg,\/ni—i-nz .

Teorema 6.3. Daca {Xl,Xg,...,Xn} reprezintd o selectie de volum n

n

dintr-o populatie normala N(0,1), atunci v. a. Y = ZX,% urmeazd o
k=1

repartitie x* cu n grade de libertate.

2.Repartitia dispersiei de selectie pentru selectii dintr-o populatie
normala

Fiind data o populatie statistica si X1, Xo,...,X,, o selectie de volum n
se pot defini:

a) media de selectie X =

b) dispersia de selectie cu ajutorul careia putem evalua dispersia populatiei:

n

1) daca media m a populatiei generale este cunoscuta atunci dispersia
n

. < 2
de selectie este data de s2 = . Z(mk —m)

T n
k=1
2) daca media m a populatiei generale nu este cunoscuta , dispersia de
n
: 2 _ 1 2
selectie este S* = HZ(wk T)
k=1

3) in cazul selecgi_ilor de volum mic (n < 30) este indicat sa fie folosita

n
dispersia modificata de selectie s? = ﬁZ(xk —7)% 52 = .52
k=1

Teorema 6.4. Daca {Xl, Xo, ... ,Xn} este o selectie dintr-o populatie nor-

2
mala N(m, o), atunci v. a. % are o repartitie x> cu n grade de libertate.
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Teorema 6.5. Daca {Xl, Xo, ... ,Xn} este o selectie dintr-o populatie nor-
mala N(m, o), atunci

n n
(1) statisticile X = %ZXR i 5% = %Z(Xk — X)? sunt independente;
k=1 k=1

(2) statistica V = "0*32 are o repartitie x> cun — 1 grade de libertate.

Teorema 6.6. Daca {Xl, Xo, ... ,Xn} este o selectie dintr-o populatie nor-

mald N(m, o), atunci v. a. t = XM are o repartitie Student cun—1 grade

de libertate

B

Elemente de teoria estimatiei
Consideram o v. a. X dintr-o populatie I avand repartitia f(z,0). Fie

{Xl,XQ, . ,Xn} o selectie de volum n din T.

Definitia 6.2. 0*(X;, Xa,..., X)) se numeste estimator pentru 6, daca
valoarea lui 6*(X1, Xo,...,X,) il aproximeaza pe 6.

Definitia 6.3. 0*(X;, Xs,...,X,) se numeste estimator consistent
pentru 6 daci nli_)nolop(w*(Xl,Xg,...,Xn) — 0] < ¢e) = 1,¥e > 0, adica
0* (X1, Xo,...,X,) converge in probabilitate catre 6.

Definitia 6.4. 6*(X;, Xo,...,X,) se numeste estimator nedeplasat
pentru 0 daca E(0*(X1, Xo,..., X)) = 0.

Definitia 6.5. Daca

lim E(0*(X1, Xa,..., X)) =0

n—oo

lim D?(0* (X1, Xa,...,X,)) =0

n—oo

spunem ca 0* (X1, Xa,..., X,) este o estimatie corecta a parametrului 6.
Definitia 6.6. Daca

B(0* (X1, Xa,..., X)) =0

lim D*(6*(X1, Xo,...,X,)) =0

n—oo

spunem ca 6% (X1, Xo, ..., X,,) este o estimatie absolut corecta a parametru-
lui 6.

Teorema 6.7. Daca 0*(X1,Xa,...,X,) este o estimatie pentru 6 astfel
incat B(0* (X1, Xo,...,X,)) =6 §i lim D*(6*(X1, Xo,...,X,)) =0, atunci
n—oo

0* (X1, Xo,...,Xy) este un estimator consistent pentru 6.

Teorema 6.8. (Rao-Cramer) Daca 0*(X1, Xa,...,X,) este o estimatie
nedeplasatd pentru 0, atunci D?(6*) > n%(e), unde I() = —F (%) =

- 5[ (2427
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Definitia 6.7. Daca 6*(X1, Xo,...,X,,) este un estimator nedeplasat

astfel incat D?(6*) = %@, atunci el se numegte eficient.

Corolarul 6.2. Orice estimatie eficientd este consistentd .

Metoda verosimilitatii maxime
Se considera o selectie (x1,...,2,) de volum n. Presupunem ca densi-
tatea de repartitie (sau, in cazul discret, functia de frecventa ) depinde de
un parametru necunoscut  care poate lua valori intr-o multime © C IR¥.
Definitia 6.8. Vom numi functie de verosimilitate corespunzatoare
valorilor x1,...,2,, o functie L(x1,...,x,;0), considerata ca functie de 6,
n

definita prin L(xy,...,zn;0) = Hf(xz, ), unde f(x;;0) este fie densitatea
i=1

de probabilitate a v. a. X, fie repartitia sa , adica f(x;0) = P(X = z),
daca X este discreta .
Definitia 6.9. Estimatorul de verosimilitate maxima pentru 0 este

acea valoare 0* = 0*(x1,...,x,) cu proprietatea ca L(x1,...,xzy;0%) =
=maxL(x1,...,Ty;0).
96 ( 1 s my )

Intrucat functiile L si In L au aceleasi puncte de maxim rezulta ca , daca
0 = (01,...,0k), atunci 0*(z1,...,2,) = (O1(x1,...,2pn), ..., Op(T1,. .., 20))
trebuie sa verifice sistemul de ecuatii

0
—1InL S P =0,5=1,
o L@ b, 0 = 0.5 = TF

Intervale de incredere
Definitia 6.10. Fie X ov. a., a = a(r1,...,x,) s b = b(z1,...,2y)
statistici ale lui X, iar a € (0,1). Intervalul (a,b) C R este un inter-
val de incredere de nivel « pentru un anumit parametru 6 asociat v.
a. X daca pentru orice selectie statistica X1, Xo,..., X, a lui X avem
P(Q(Xl,XQ,...,Xn) <0< b(Xl,XQ,...,Xn)) =1-—oa.

Se spune ca intervalul (a, b) acopera pe € cu probabilitatea 1 — a.
Definitia 6.11. Fie F(x) o functie de repartitie si « € (0,1). Se numeste
a-cuantild a repartitiei ' un numar ¢ € R pentru care F(c) = a.

In cele ce urmeazi a-cuantilele repartitiilor N(0,1),x2(n),T(n) vor fi
notate respectiv zq, x2(n), ta(n).

Intervale de incredere pentru media si dispersia repartitiei nor-
male

1. o cunoscut, m necunoscut



144 CAPITOLUL 6. METODE STATISTICE

2. m cunoscut, ¢ necunoscut

3. m gi 0 necunoscuti
o° € - 5%, -8
<x§_;(n S AT )

s? s?
me T — gtl_%(n—l),f—k ztl_%(n—l)

Verificarea ipotezelor statistice parametrice

Fie # un parametru asociat v. a. X si ipoteza nula Hy : 6§ = 6y care
trebuie testata (verificata ) astfel incat probabilitatea unei erori de prima
spetad (respingerea lui Hy atunci cand ea este adevaratd ) sa fie egald cu
a. Numarul a € (0,1) se numeste nivelul de semnificatie al testului.
Etapele aplicarii testului sunt urmatoarele:

a) Alegerea ipotezei alternative H; care poate fi unilaterala H; :
0 < 0p,0 > 0y sau bilaterala H; : 0 # 0p;

b) Alegerea unei statistici f = f(z1,...,z,) astfel incat, in ipoteza Hy,
repartitia lui f sa fie cunoscuta ;

c¢) In functie de ipoteza alternativa Hp si de nivelul de semnificatie «,
fixarea unei regiuni critice de forma

Rer = {f/f < Coz};Rcr = {f/f > Cl—a}

in cazul unui test unilateral, sau

R, = {f/f < C%}URcr: {f/f >cl—%}

in cazul unui test bilateral. Cu cqy,c1—q, Cg,Cl—g s-au notat cuantilele
repartitiei lui f in ipoteza Hy; deci, in aceasta ipoteza , probabilitatea unei
erori de prima speta este P(f € R..) = a.

d) Se calculeaza valoarea f(z1,...,x,) luata de statistica f pe elementele
unei anumite selectii empirice z1,..., T,

e) Se respinge ipoteza Hy daca si numai daca f(x1,...,2,) € Rer

1. Verificarea ipotezei asupra mediei m a unei populatii nor-
male cu ¢ cunoscut

1.1. Testul bilateral

Hy:m=myg

H 1-Mm=ma 7é mo

Regiunea critica este R, : |E_\/LTO| > 2_g
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1.2. Testul unilateral stanga

Hy:m =my

Hi:m=m; <myg

Regiunea critica este R, 1 T10 < 2,

1.3. Testul unilateral dreaptan
Hy:m=myg

Hi:m=m1>my

Regiunea critica este R, : 50 > 2

2. Verificarea ipotezei aS{;.pI‘a mediei m a unei populatii nor-
male cu 02 necunoscut

2.1. Testul bilateral

Hy:m =my

H 1-m=m 75 mo

Regiunea critica este R, : ]5_%7"0\ >t_a(n—1)

2.2. Testul unilateral stanga
HO tm=my
Hi:m=m1 <my

Regiunea critica este Re, : 2270 < t,(n — 1)
vn
2.3. Testul unilateral dreapta

Hy:m =my

Hi:m=m1 >my

Regiunea critica este Rep 1 T2 > t1_o(n — 1)
Vn

3. Verificarea ipotezei asu;)ra dispersiei unei populatii normale
Fie ipoteza Hy : 02 = 0(2) si alternativa ei Hy : 02 = o2

3.1. Testul unilateral stanga

Hy:02= 03

Hy:0*=0} <o}

Regiunea critica este R, : (n;%)SQ <xi(n—1)

3.2. Testul unilateral dreapta
Hy:0% = 03
Hy:0?=0}> 0}

Regiunea critica este R, : (n_aié)sQ >xi_(n—1)

3.3. Testul bilateral ’

Hy:0% = U%

Hy:0%=02+#03

Regiunea critica este R, : (n_é)SQ <x4(n—1)u M >y a(n—1)
90 2 90 2

6.2 Probleme rezolvate

1. Cercetandu-se numarul de accidente dintr-o unitate economica au fost
obtinute urmatoarele date in urma efectuarii unei selectii de volum
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n = 1000 muncitori.
Nr. accidente
Nr. muncitori afectati

Stabiliti:

0 1 2 3| 4
500 | 200 | 150 | 80 | 70

a) media si dispersia de selectie;

b) functia empirica de repartitie si valorile ei in punctele x = 4 si

xr =06.

Solu;fze a) T = 1000(0 500+1-200+2-150+3-80+4-70) = 1,02
[0 ( 0-1 02) +200-(1—1,02) +150‘(2—1,02) + 80-

( 02)?

+70- (4 —1,02)2} = 1,589
0
50

b) X+ 1 2 3 4) <0 1 2 3 4)
~ 0 200 150 80 70 =
506 1006 606 To00  Toos 0,5 0,2 0,15 0,08 0,07
0, z <0

0,2, O0<z<1

0,7, l<z<2

FX@) =9 085, 2<x<3
0,93, 3<z<4
1, z>4
F*(4) = 0,93, F*(6) = 1 O

2. Durata de executie a unei lucrari intr-o banda de montaj este repar-
tizata normal cu media m si abaterea ¢ = 4 minute. S-a cronome-
trat durata de efectuare a operatiei la un numar de n = 9 muncitori.
Determinati probabilitatea ca media duratei determinate pe baza celor
n observatii sa nu difere de m in valoare absoluta cu mai mult de 3
minute la un muncitor. (®(2,25) = 0,9878)

Solutie. P(|X m\ <3)=P(-3<X-m<3)=

— P(—32 < < 3y _og (Vi) g _2@(33)4_2@(2 25)—
f

—1—2-0,9878—1—0,975 O

3. Presupunand ca diametrul unor piese fabricate la un strung este repar-
tizat normal N(m,2), care trebuie sa fie volumul n al selectiei astfel
incat P(|X —m| <1)=0,997 (®(2,58) =0,995)

Solutie. 0,99 =P(|X —m|<1)=P(-1<X-m<1)=

— P < Ko ) 20 (L) — 1= 20() — 1 — 20() —

wmq

= 1,99 = B(¥V2) = 0,995 —> Y — 2 58 —> n ~ 27 O
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. Dintr-o populatie normala cu media m = 12, probabilitatea ca me-

dia de selectie corespunzatoare unei selectii de volum n = 25 sa nu
depaseasca 16 este de 0,24. Care este probabilitatea ca o singura
observatie din aceasta selectie sa aiba o valoare mai mare decat 167
(®(0,31) = 1,24,9(0,02) = 0,5)

Solugie. 0,24 = P(|X —m| <16) = P(=16 < X —m < 16) =

= P(—16- Y2 <« Xom 16, Y1) — p(—16- 5 < X <16 5) =
Vn vn

=2¢(%) — 1:$2M45:1ﬂ4:¢%_031:$0—2%

P(Xj > 16) =1 P(X; <16) = 1 - P(¥it < 1622) =

=1-P(Xm <0,02) =1-0,5=0,5 O

. Diametrele in mm ale pieselor prelucrate la doua strunguri sunt v.

a. repartizate normal N(12,4), respectiv N(13,2). Se efectueaza o
selectie de volum ny = 16 si no = 9 de la primul, respectiv al doilea
strung si se calculeazi X1 si X2 mediile de selectie corespunzitoare.
Calculati P(X1 — X3 < 0,3).(®(1,08) = 0,8599)

Solutie. Cf. teoremei 6.2 stim ca X Y (1m1 — m2

Asadar, P(Yl — Y2 <0, 3) - P —Xs—(m1—ma) 0,37(12713) _
f?%% 1044

=P —(m1— m2 < 1,08 :@(1708):078599 O

Dintr-o populatie normali cu media m; = 80 si dispersia o7 = 40 se
extrage o selectie de volum n; = 400 si din alta populatie normala cu
mo = 76 si 05 = 180 se extrage o selectie de volum ny = 200. Si se
determine probabilitatea ca:

a) media de selectie X1 a primei populatii s& fie mai mare decat media
de selectie X2 a celei de-a doua populatii cu cel putin 5 unitati;

b) diferenta mediilor celor doua selectii in valoare absoluta sa fie mai
mare decat 6. (®(1) = 0,8413)

Solutie. a) P(Yl >Xo+5)=P(X; — X2 > 5) =

:P Xl m1 mz 80 76 —P ml mQ

/ /o 180 / [ o
400 + 200
”1 "2 ”1 n2
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—1-p | =X mi_mz) < 1—®(1)=1-0,8413 = 0, 1587

b)P(|Y1—X2|>6):1— (’Xl—X2|§6):1—

7. Si se arate ci media de selectie X = %ZX’“ este un estimator nede-

k=1
plasat si consistent pentru media m a oricarei populatii.

Solutie. E(X ( ZX)—le Xp)=—-nm=m= Xe

nedeplasat
D*(X ( ZX)zlz- :%2—>0,n—>oorezultécf.
teoremei 6.7 ci X este consistent O

8. S& se arate ca media de selectie este un estimator eficient pentru
parametrul A al repartitiei exponentiale cu legea de repartitie f(x, ) =
= %e_i, unde A > 0,z > 0.

Solutie. Folosim teorema 6.8: I(\) —E(%) =

= —B(Za(~IA—$)) = ~B(& (3 + %) = ~E(x — ) =

_ SM2E(@) _ a1
3 =233 T 2
2 _ 1 2. XN _ 1 _ 1 2 ) X
D(X)—ﬁ-)\n—;—n_x%—nl(/\),deoareceD(Xk)—)\ = X
este estimator eficient O

9. Se considera caracteristica X din populatia C, avand functia de repartitie
teoretica F(z,0) =1— (1 + %) e~ 9,2>0,0>0. Se cer:
a) sa se determine legea de repartitie f(z) a variabilei X, functia car-

acteristica ¢y (t) si momentul de ordinul r,E(X");

b) prin metoda verosimilitatii maxime sa se estimeze parametrul 6
al legii f(z,0) pe baza unei selectii aleatoare z1,...,x, de volum n,
extrasa din populatia C;
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c) fie 0* estimatorul gasit la punctul b). Sa se arate ca 6* este nede-
plasat, consistent si eficient.

Solu;fie. a) f(x,0) = {gi 9 — %e_% — %e_% + e%e_% = G%e_%
fo e Le “ode = (1 —ith) 2
( ) = = rTre 0dr = 9;;2 y e Vdy = 0'T'(r +2) =

=1
D
- OlnL 2n = -
1 =1 *
— i =—— =0 0 = — i
9;37 o0 o T VT T3 Z;x
0*) = ZE - 20 = 0 (deoarece F(X) = 20 facand

r=11n formula dedusa la punctul a) pentru momentul de ordinul
r)=— 0* e nedeplasat

- - 1 62
200\ — N2 | 1 R 2(v Y=~ .p.90%2 =
D%(6*) =D <%Z;x> _4n2;D (Xi) =5 n20°=-—0

1> P(|0*—0| <e¢) Zl—Di(f*) = (1— 022) — 1,n — o0, deci 6*

2ne

este consistent

Pentru eficienta trebuie aritat ca D?(0*) = ﬁw), unde I(0) = E (%{@)2
Avem In f(z, 9)21n:1;—21n9— 2 — Ofled) _ 24 o
(Blnf(:}c@) z 29 fiE(X_QQ)QZO%DQ(X):Qg%Q:
92 = n[(g) nle% = ﬁ = DQ(G*) deci 0* este eficient m

Sa se estimeze prin metoda verosimilitatii maxime parametrul 6 al
repartitiilor:

a) f(z,0)=01-0)*,2=0,1,2...,0<6< 1

b) f(z,0) = (1+60)2%,0<2<1,06>0

c) f(:c,@)—ﬁ,ﬁl,:c>xo(:co constanta data ), > 0
d) f@,0) =2 e % 2>0,0>0

o am
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Solutie. a) L(x1,xa,...2n;0) = Hf(xh ) =0"(1—0)i=1 —

=1
n

>

& OlnL n i=1
:>lnL:nln0+iE_1xiln(1—9):> 50 :5— T4 =0 =
* n 1

n+ E €T;
i=1

b) L(x1,29,...7,;0) = (1 +0)"(z122. .. 2,)? = In L = nIn(1 + 0)+

+0In(z122 ... 20) = ag‘oL = 1?_94-111 Hml =0=60"=— i

- _
i=1 E In z;
=1

-1
) L(x1, 29, ... 203 0) = 0"xp0 (x129 . .. )"0 —= In L = nIn 6+

- 3lnL n
+n91nm0—(1+0)ln1:[a:i 50 =3 nln:cg—lonZ_0:>

=1

: * —_— e ———— e
0% = In —0

e) L(xy,22,...2,;0) = %-e =l —=InL=(a—1)ln Hx,-—

By
f) L(z1,22,...2p;0) =0 =1 —=InL=nlnd— QZCEZ
i=1
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11.

12.

13.

HH)—‘

dInL _ n _ «_
= —7—2% 0=0
=1

o

Intr-o fabrica de tesut s-a constatat ca rezistenta la rupere a unui anu-
mit fir de bumbac are o repartitie normala cu media necunoscuta m si
abaterea medie patraticd o = 36g (calitatea standard). Pentru a cerc-
eta calitatea unui lot de fire de bumbac in ceea ce privegte rezistenta la
rupere s-a facut o selectie de volum n = 9 fire, obtinandu-se media de
selectie X = 195 g. Si estimeze rezistenta la rupere m a lotului de fire
controlat, printr-un interval de incredere 1 —a = 0,95. (20,975 = 1, 96)

Solutie. o e cunoscut, deci m € (195 1,96 - \[, 1954+ 1,96 - \[) =
= (171,48;218,52) O

Rectorul Universitatii Politehnice Bucuresti vrea sa stie care este me-
dia varstei studentilor. Din anii trecuti se cunoaste ca abaterea stan-
dard este de 2 ani. Un sondaj asupra a 50 de studenti arata ca media
este de 23,2 ani. Cu un nivel de semnificatie de 0,05, sa se determine
un interval de incredere pentru medie. Se presupune ca populatia are
caracteristica normala .

Solutie. Se stiu X =23,2,0 =2,n=50,a = 0,05

m e (23,2 1,96 - 23,2+1,96-\/%) = (22,65;23,75) O

2
V50’
Pentru a testa viteza cu care este absorbit pe piatda un roman de Octa-
vian Paler, o editura particulara pune in vanzare, prin 9 librarii, loturi
identice. Cantitatile se epuizeaza dupa un numar de zile valabil dupa
cum urmeaza :

o1 | 54 | 49 | 50 | 50 | 48 | 49 | 50 | 49

Magazine ¢
Nr. de zile x;

a) Sa se estimeze printr-un interval de incredere 95°/y viteza medie cu
care este absorbit pe piatd romanul (nr. mediu de zile m)

b) Si se determine un interval de incredere 90°/q pentru dispersia o2

a numarului de zile X in care se epuizeaza romanul. (tgg75(8) =
= 2,33, X3 05(8) = 15,5, X5 05(8) = 2,73)

Solutie. a) o i m sunt necunoscuti, deci

m€<a:—\/ tl_,n—l x—l-\/ tl_n—1>

X =3(51+54+...449) =50
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[(51 — 50)2 4 (54 — 50)% + (49 — 50)2 + ... + (49 — 50)%] = 3

1
8
m€<5 — 2,33 \[,50+2 33 \f) (48, 674; 51, 236)

2 —1 2 —1 2\ _ 8 8 _
2 2
= (1,548;8,791) H

s? =

Fie X v. a. normalé care reprezinta grosimea unor placi metalice. O
selectie de volum n = 5 a dat rezultatele X; = 2,015, Xo = 2,02, X3 =
= 2,025, Xy = 2,02, X5 = 2,015. Se cere sa se estimeze grosimea
medie a plicilor de metal printr-un interval de incredere 95°/y. Sa
se afle volumul minim n al selectiei astfel Incat eroarea in estimarea
medie la nivelul de incredere specificat mai sus sa nu depaseasca 0,003.

(too75(4) = 2,776))

n
Solutie. X = £ X; = 2,019,

s — B/}1[(2, 015 — 2,019)2 + ... + (2,02 — 2,019)2 + +(2,015 — 2,019)2] =
0

= 0,0042

Decim € (2,019—2, 776 0%2,2,01%2 776- 0‘3%*2) (2,0142; 2,0238)

Pentru aflarea volumului minim n avem ¢ = 2,776 - 0?/0742 = n >
0,000018 2

Z (0 003)2 : (27 776) - 6 D

6. 0%

Fie X o v. a. avand o repartitie Poisson f(z,0) =e T

z=0,1,2...,06 >0

a) Sa se estimeze parametrul 6 al repartitiei si sa se arate ca estimatorul
este eficient.

b) Folosind o selectie de volum mare, sa se determine un interval de
incredere 1 — « pentru 6.

c¢) Intr-un cartier al capitalei cu 10 telefoane publice s-a efectuat zilnic
in decursul unei anumite perioade, inregistrarea numarului de tele-
foane care nu functioneaza . In total sunt n = 200 inregistrari si s-au
obtinut rezultatele :

01121134 |5]6[7[8]9]10
41 | 62 | 45 16[8(4(2|0]0] 0

T

Se cere sa se estimeze numarul mediu de telefoane defecte, stiind ca
numarul de telefoane defecte este o variabila Poisson gi sa se determine
un interval de incredere 95°/ pentru numarul mediu de telefoane.
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n

>

Solutie. a) L(z1,...,zn;0) = e =L L= —n0+2xi Inf—

z1!.. 20!
1=1
n
D
—Innlanl) = Bk = 0+ S = 0= 0" = 13 i =X
Inf(2,0) = —0+2nf—Ingl — 20L2) _ g0 OFlnf@h) _
6

— - —10) =B (250 - E(-) = -} —

s 1
nl(0) — n

Pe de alta parte D?(0*) = D*(X (;Z ) = %Z:Dz(XZ =

= % -nf = % = 0" este eficient

b) Pentru n mare variabila % ~ N(0,1). Rezulta intervalul de

1 . 0* 0*
incredere pentru 0: 6* — z1-ey/ 7 < 0 < 6* + Zg /? *)

¢) Numarul mediu de telefoane care nu func‘gioneazé calculat pe baza
lor 200 ob i este dat de 0* = X =1 =_——(0-41+1-
celor observatii este dat de anwl 200 0 +

62+...+10-0)=1,8

Repartitia complet specificata a variabilei X se scrie f(z) =e
L8 . _

. r=0,1,2...

z!
Pentru 1 — a = 0,95, Zi_g = 1,96,n = 200,60* = 1,8 gasim intervalul
pentru 0 dat de (*): 1,8 —=1,96-0,09 <0 < 1,8+ 1,96-0,09 —
— 1,62 <60 <1,98 O

_178.

Un lot numeros (de volum N > 5000) de casete audio inregistrate
este supus controlului, pentru determinarea procentului p de casete
necorespunzatoare din lot (p= probabilitatea ca o casetd extrasi la
intdmplare din lot sa fie necorespunzatoare). S-au controlat printr-
o selectie cu intoarcere n casete printre care s-au gasit X necore-
spunzatoare. Se cere:

a) sa se estimeze proportia p de casete necorespunzatoare din lot, con-
siderand ca numarul de casete necorespunzatoare din cele n urmeaza
o repartitie binomiala ;

b) Sa se arate ca estimatorul gasit este nedeplasat, consistent si efi-
cient;

c) sa se determine un interval de incredere 1 — e pentru proportia p a
casetelor necorespunzatoare din lot.
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Solutie. Notand cu X; v. a. ce exprima numarul de casete defecte

. 10y . —
ce apar la extragerea de rang i avem X; ~ (p q> .t = 1,n, unde

p este probabilitatea ca o caseta sa fie necorespunzatoare, iar ¢ este
probabilitatea ca o casetéa sa fie corespunzatoare

Repartitia v. a. X; se mai scrie f(z,p) = p% (1 —p)! =%, 2; =0,1,i =

=1,n
n n
S Y
Functia de verosimilitate este L(x1,...,zy;p) = pi=1 (1-p) =1 —
n
>
8111[/ _i=1

— InL = Zmﬂnp%— n—ZmZ In(l—-p) = oy
p p
=1 =1

n—Exi

i=1 « 1 o _ . -
-, =P = EE T == fn, adica frecventa relativa a

aparitiilor casetei necorespunzatoare in cele n probe (k este numarul
de casete necorespunzatoare din cele n controlate)

b) Deoarece k este o v. a binomiala luand valorile 0,1,...n avem
E(p*)=F (E) = lE(k:) = 2P = p, deci p* este nedeplasat

n
D*(p*) = D? (%) =4 DQ( np%;p) = p(l p) si cf. inegalitatii lui
pq

Cebisev P(|p* — p| < e) > 1L — 1, cand n — 00, ceea ce
demonstreaza consistenta lui p*

) =

Pentru eficienta avem:

In f(x, p):xlnp+(l—z)ln(l—p)2%}@:%—}_—%:
— )2 — pl=p) _
(1 p) = 1I(p) = 2(1—p)2E(x p)” = p*(1-p)* (1 R
= D%(p*) > % cf. inegalitatii Rao-Cramer si cum D?(p*) =
@, rezultd ca p* este eficient
¢) Pentru n mare variabila % are o repartitie normald standard.

Rezulta intervalul de incredere pentru p este
p*—217% (1 p)<p<p +21_2 p*(lnfp*) ]
17. O magina automata fabrica piese cu un anumit diametru a carui dimen-
siune nominala trebuie sa fie m = 14 mm. Dimensiunea diametrului
unei piese este o v. a. normald N(m,1). Efectudndu-se un control
asupra n = 64 de astfel de piese a rezultat o medie a observatiilor
X = 13,4 mm. Se poate afirma ca masgina produce piese cu dimensi-
une mai mica decat dimensiunea nominala , la un prag de semnificatie
o = 0, 057 (20795 == 1, 64)
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18.

19.

20.

Solutie. Avem Hy:m = mgy = 14

Hi:m=m1 <my

Calculim z, = 250 = 134-14 —4,8
Vn 8
Za = 20,05 = —R0,95 = —1,64 = 2z, = —4,8 < 20,05 = —1,64, deci

acceptam ipoteza conform careia masina produce piese cu diametrul
mai mic decat diametrul nominal si din aceasta cauza masina trebuie
reglata O

Durata de functionare a unei rezistente de 1000 w este o v. a. normala
cu o = 250 ore. O selectie de volum n = 36 de astfel de rezistente a dat
o duratd medie de functionare de X = 1200 ore. S se testeze ipoteza
Hy : m = mg = 1300 ore fata de alternativa Hy : m = mq < 1300 ore
la pragul de semnificatie o = 0,01. (20,99 = 2, 33)

X

Solutie. z, = 252 = 12002130 — 008 — _9 4

vn 6
Za = 20,01 = —20,99 = —2,33 > —2,4 = z. = respingem ipoteza Hy
si acceptam ipoteza H; ]

Durabilitatea unor motoare de automobile poate fi consideratd o v. a.
normali cu media m = 200000 km si dispersia 500002 km. Se face
o schimbare in procesul de productie prin introducerea unei metode
noi de fabricatie. O selectie de volum n = 100 de motoare a dat
X = 220000 km. Considerand o = 0,05 se poate afirma ci noua
metoda duce la cregterea durabilitatii motoarelor?

Solutie. Avem Hy : m = mg = 200000

Hi:m=m1>my
Calculdm 2 = Xim — 220005%302000000 —4
NGO 10
Zl—a = 20,05 = 1,64 = 2. = 4 > 20,95 = 1,64, deci acceptam ipoteza
conform careia noua metoda duce la cresterea durabilitatii motoarelor
O

S-a stabilit ca greutatea tabletelor dintr-un medicament cu actiune
toxica puternica trebuie sa fie mg = 0,5 mg. O cercetare selectiva de
n = 121 tablete a dat o greutate medie observata a tabletelor egala cu
X = 0,53 mg. Se cere si se verifice la pragul de semnificatie a = 0,01
ipoteza Hy : m = mg = 0,5 fatd de H; : m # 0,5. O observare
atenta (prin cantariri numeroase) a tabletelor a condus la concluzia ca
variabila greutate a tabletelor are o repartitie normala cu ¢ = 0,11
mg. (207995 == 2, 58)
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22.

23.
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Solutie. Aplicam testul bilateral si obtinem z. = ano = 0’5(?, 05 =3
/n aT

Zl,% = 20,995 = 2,08 = 2, =3 > 20,995 = 2,58, deci respingem Hy

Greutatea medie a tabletelor difera semnificativ de greutatea admisa
deci administrarea acestui medicament bolnavilor trebuie interzisa .

O

O fabrica de acumulatori afirma ca durata de functionare a acumu-
latorilor este 300 de zile. Un laborator cerceteaza 4 acumulatori si
obtine rezultatele 298,290,306,302. Aceste rezultate indica faptul ca
acest tip de acumulatori are o durata de functionare mai mica decat
afirma fabrica (o = 0, 02,t0,02(3) = 4,541)7

Solutie. Verificam ipoteza Hp : m < 300
Avem X = 1(298+290+306+302) = 299 si s* = 1[(298—299)%+(290—
—299)% 4 (306 — 299)% + (302 — 299)?] = 10 — s =, /110 = 6,83

o= 2980 _ o1 g 99
2
te = —0,29 < t902(3) = 4,541, deci se accepta ipoteza Hy O

Douazeci de determinari a procentului de NaCl intr-o anumita solutie
au condus X = 0,7%/g si s = 0,03°/y. Stiind ci procentul de NaCl
intr-o anumita solutie este o v. a. normala , sa se verifice la pragul
de semnificatie a = 0,05 ipoteza Hy : m = 0,8"/y fatd de alternativa
Hy :m < 0,8%/¢. (to05(19) = 1,729)

Solutie. t, = X5™m = 0’3# =-15

v V20
ta(lg) = t0705(19) = —t0795(19> =-1,729 = t.=—-15< t0’05(19) =
= —1,729 = respingem ipoteza Hj si acceptam H; O

Pentru efectuarea unei anumite piese, norma tehnica prevede o durata
medie de 40 minute. Pentru verificarea executéarii piesei respective in
conditii optime, se cronometreaza durata de fabricatie la un numar de
n = 16 muncitori gasindu-se astfel o durati medie de X = 45 minute
si o abatere medie patratica S = 3,5 minute. Putem la un prag
de semnificatie a = 0,01 sa respingem ipoteza conform careia durata
medie reala de executie a unei piese este mai mare decat norma tehnica
(t0,99(15) = 2,6)

Solutie. s* = "5 . §? =18.12,25 = 13,06 => s = 3,61
Avem Hy:m =40
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24.

25.

26.

Hy:m > 40
te=25m = 4210 — 5 54
Vn 1

ti—a(n — 1) = tp99(15) = 2,6 < t. = 5,54 = se accepta ipoteza
conform careia durata medie de fabricatie a unei piese este mai mare
decat norma tehnica O

S-a stabilit experimental ca nivelul colesterolului in organismul unui
adult este o v. a. normala . O selectie aleatoare de volum n = 41
adulti a dat un nivel mediu observat al colesterolului X = 213 cu
s = 48,4. Sa se testeze ipoteza Hy : m = my = 200 cu alternativa
Hj :m =my > 200 la un prag de semnificatie o« = 0,05. (¢0,95(40) =
=1,684)

Solutie. Aplicam testul ¢ unilateral dreapta : t. = = =

= 11,97
t0,05(40) = 1,684 < t. = 11,97, deci respingem ipoteza Hy ]

Precizia unui cantar electronic se verifica cu ajutorul dispersiei masuratorilor
efectuate asupra unui etalon. Dispersia masuratorilor nu trebuie sa

depageasca valoarea nominala 03 = 0,04. S-au efectuat n = 11
cantariri ale unui etalon si s-au obtinut rezultatele :

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x; | 100,6 | 99,6 | 100 | 100,1 | 100,3 | 100 | 99,9 | 100,2 | 100,4 | 100,6

11
100,5

Sa se verifice, la un prag de semnificatie « = 0,05, daca cantarul
asigura precizia standard stabilita , presupunand ca datele de selectie
sunt observatii asupra unei v. a. normale. (x§g5(10) = 18,3)

Solutie. Avem de testat ipoteza Hy : 0? = 0,04 cu alternativa H :
02 > 0,04 (cantarul nu asigura precizia cerutd ). Ipoteza alternativia
Hy : 02 < 0,04 nu prezinta interes, deoarece nu ne temem ca precizia
cantarului ar fi mai mare decat cea impusa de standarde.

Avem T = §5(100,6 + 99,6 + ... + 100, 5) = 100, 2,
s? = 5[(100,2 — 100, 6)? 4 (100,2 — 99,6)* + ... + (100, 2 — 100, 5)?]

_ 2
N % =25 > xa%(l()) = 18,3, deci respingem ipoteza Hy,
cantarul nu asigura precizia ceruta , prin urmare trebuie reglat. O

Pentru analiza preciziei unor masuratori s-au facut n = 16 masuritori
si s-a stabilit s> = 0,56. Verificati ipoteza Hy : 0% = 0,41 fati de
alternativa Hj : 02 # 0,41 la pragul de semnificatie o = 0, 1, stiind ca
populatia in studiu este normala . (X%,95(15) = 25, X%,05(15) =17,28)
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—1)s? 150,56 __
(s = 18056 — 20,49

Solutie. x* =

Rezultd x§ 5(15) < X2 < X5,05(15), deci se acceptd ipoteza Hy si se
respinge ipoteza Hj. ]

Precizia de prelucrare a unui strung automat se verifica cu ajutorul
dispersiei dimensiunii controlate a pieselor produse. Dispersia nu tre-
buie sa depaseasca 0(2] =0, 1. O selectie extrasa la intamplare de volum
n = 25 a dat rezultatele :

3135(38(4,4]4,
2| 6 9 711

Z;
g

Presupunem ca x; sunt observatii asupra unei v. a. normale. Sa se
verifice daca strungul asigura precizia ceruta la pragul de semnificatie
a=0,025. (x§g75(24) = 39,4)

Solutie. Avem de verificat ipoteza Hy : 02 = o3 = 0,1 fatd de Hj :
o?=0}>0,1.

Pentru calculul lui sg( facem schimbarea de variabila u; = 10 - x; — 39.
Obtinem :

u; |-9|-4-1]5|6
ng| 2161971
21 )2
52 = Bt (T’ g g1 52 = s~ 0,1991
Intrucat (";1(2))5”2” = 24'%’,11991 ~ 48 > 39,4 = X§ g75(24) respingem Hy,
adica strungul nu asigura precizia necesara si trebuie reglat O

Probleme propuse

. Repartitia valorilor defectiunilor unor aparate de masura si control a

fost analizata pe baza a 100 de observatii care au furnizat urmatoarele
valori cu privire la numarul de porniri (puneri in functiune) dupa care
x| 1|36 | 8]10

acestea se defecteaza : n; | 1520|3010 25

Stabiliti:
a) media si dispersia de selectie;

b) functia de repartitie a selectiei si valorile ei in punctele z = 2 si
z="T.

R: a) T =5,85;5% = 9,925
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b)

0, r <1
0,15, 1<z<3
0,35, 3<z<6
0,65, 6 <x<8
0,75, 8<xz<10
1, x> 10

F*(z) =

F*(2) = 0,15, F*(7) = 0,65

2. Pentru a cerceta prezenta studentilor la un anumit curs s-a ales un
esantion de n studenti si s-a inregistrat numarul absentelor acestora
la patru cursuri consecutive.

Nr. studenti n;
Nr. absente x;

50 |20 | 15| 8| 7
0|12 |34

a) Sa se scrie repartitia empirica si functia de repartitie empirica F,(x);
b) Sa se calculeze media si dispersia de selectie;

c) Sa se calculeze Fiy(3)

R:a)X*m(O 1 2 3 4>

0,5 0,2 0,15 0,08 0,07

0, z<0
0,2, O0<z<1
0,7, 1l<z<?2
0,85, 2<z<3
0,93, 3<z<4
1, >4

b) T = 1,02, 5% = 1,5996
3. Se controleaza greutatea unor pachete si, pentru aceasta, se extrage o

selectie de volum n, care da urmatoarele valori:

Pachetul
Greutatea

1 2 3 | 4] 5 6 7| 8 9 10
21,5 | 21,6 | 21,75 | 22 | 22,45 | 22,6 | 23,2 | 23.4 | 23,5 | 23.65

Sa se calculeze F}y(20), Fy(22), F}(23). Sa se scrie repartitia empirica
si sa se calculeze media de selectie.
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21,5 21,6 21,75 22 22,45 22.6 23,2 23,4 23.5 23.65
R’X*N<1 11 1 1 1 1
10 10 10 10 10 10 10
0, z<2.5
0,1, 21,5 <z < 21,6
0,2, 21,6 <z <21,75
0,3, 21,75 <z <22
0,4, 22 <z <2245
Fiy(z) =14 0,5, 22,45 <2 <226
0,6, 22,6 <z < 23,2
0,7, 23,2 <z < 23,4
0,8, 23,4<z<23,5
0,9, 23,5<x < 23,65
1,  x>2365

\

F,(20) =0, F}5(22) = 0,3, F};(23) = 0,6

T = 22,565

x; (valorile rezistentei

la rupere in kg) 0,5]0,65 0,75 |08 0,9

n; (frecvente absolute) | 2 4

) 26 | 30

1
10

1
10

. Repartitia valorilor rezistentei la rupere a unor fire de bumbac (in
kg) a fost analizata pe baza a 100 de observatii. Valorile observate
impreuna cu frecventele lor absolute sunt date in tabelul urmator:

1
10

Se cer:

a) Valoarea medie si dispersia de selectie a rezistentei la rupere;

b) F*(0,78), F*(0,9), unde F*(x) este functia empirica de repartitie

R:a) X =0,8957,5% ~ 0,0189

b) F*(0,78) = 0,11, F*(0,9) = 0,37

(®(0,71) = 0,76,®(0, 1776) = 0, 9616)

R: P(X) > 14) = 0,0384

a populatiei.

R: Stim P(|X —m| >5) = 0,05 = ¢ = 12,76

. Dintr-o populatie normala cu media m = 12, probabilitatea ca me-
dia de selectie corespunzatoare unei selectii de volum n = 16 sa nu
depageasca 14 este de 0,24. Care este probabilitatea ca o singura
observatie din aceastd selectie sa aiba o valoare mai mare decat 147

. Dintr-o populatie normala se extrag toate selectiile posibile de volum
n = 25. Daci 5°/¢ dintre ele au medii care difers, de media poulatjiei cu
cel putin 5 unitati in valoare absoluta , aflati abaterea medie patratica

)
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7.

10.

11.

12.

Dintr-o populatie normald cu media m; = 60 si 02 = 40 se extrage o
selectie de volum n; = 80 si dintr-o alta populatie normala cu media
mg = 80 si dispersia 03 = 100 se extrage o selectie de volum ny = 100.
Determinati probabilitatea ca diferenta mediilor in valoare absoluta sa
fie mai mare decat 8.

R: P(|X; — X5 >8)~1

Aratati ca media de selectie este un estimator eficient pentru parametrul
A al repartitiei Poisson.

Aratati ca media de selectie este un estimator eficient pentru media
m a repartitiei normale.

Se constata ca sosirile cumparatorilor intr-un raion de confectii se
supun legii Poisson. Intr-o zi, se alege un interval de timp de 10 ore
si in fiecare ora se numara cumparatorii veniti la acest raion. Se obtin
valorile X1 = 55,X2 = 60,X3 = 80,X4 = 75,X5 = 60,X6 = 83,X7 =
=42, Xg =70, X9 = 70, X109 = 46.

a) Sa se estimeze parametrul A din repartitia Poisson prin metoda
verosimilitatii maxime;

b) Sa se analizeze estimarea facuta .

R:a) \* =X

b) A\* e absolut corect, consistent, eficient

Sa se estimeze prin metoda verosimilitatii maxime parametrul 6 al
repartitiilor:
60—

a) f(z,0) = (2—0)z"? "5 1 <9< 2
1

g 2=l 4
b)f(x,@):mx1*0,§<9<l

) f(z,0) = Ae 20" 0 <2 <1,0>0

1+4) =+
25
=1
Fie X o v. a. cu densitatea f(x,0) = A1,z > 1,0 > 0 si si con-
x 0
sideram o selectie aleatoare X, ..., X,, din populatia de caracteristica

X.
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a) Sa se determine A in functie de 6;

b) Sa se afle estimatorul de verosimilitate al parametrului 6 si sa se
studieze proprietatile acestuia.

0* este nedeplasat, consistent, eficient

Fie X v. a. normala care reprezinta greutatea unor oua . O selectie

de volum n = 200 a dat rezultatele urmatoare :

37,5 | 42,5 | 47,5 | 52,5 | 57,5 | 62,5 | 67,5 | 72,5
8 14 26 44 68 20 14 6

Greutatea (g)
Nr. observatiilor

Stiind c& dispersia lui X este 02 = 64, aflati un interval de incredere
959/¢ si 90°/o pentru media m. (29975 = 1,96, 2095 = 1, 65)

R: 53,79 <m < 56,01
53,97 < m < 55,83

Fie X o v. a. care reprezinta numarul de zile dupa care un anumit
produs alimentar este absorbit pe piata . In urma unei selectii de
volum n = 8 in randul centrelor de desfacere, s-au obtinut urmatoarele
rezultate cu privire la numarul de zile dupa care se epuizeaza produsul
respectiv :

Centru de desfacere ¢
Nr. de zile z;

1121345 ]6]|7]|38
40 | 54 | 40 | 50 | 38 | 40 | 50 | 60

Presupunand ca X are o repartitie normala sa se afle:

a) un interval de incredere 95°/y pentru viteza media cu care este
absorbit produsul pe piata ;

b) un interval de incredere 95°/y pentru abaterea medie patratica a
numarului de zile dupa care se epuizeaza produsul respectiv. (t9975(7) =
=2, 367X%,975(7) = 16, X(2),025(7) =1,69)

R: a) 39,73 < m < 53,27

b) 5,37 < o < 16,53

Intr-un parc cu 10 masgini ale R.A.T.B-ului s-a efectuat zilnic in decur-
sul unei anumite perioade Inregistrarea numarului de magini defecte.
In total s-au facut n = 200 de astfel de inregistrari si s-au obtinut
urmatoarele rezultate :

Nr. de magini defecte x;
Frecventa n;

012345 |6[7]8]9
39 142 3836|1812 |8 (42 |1

10
0
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Sa se estimeze numarul mediu de magini defecte, stiind ca numarul de
masini defecte este o v. a. Poisson si s& se determine un interval 95°/
pentru numarul mediu de magini defecte.

R: )\*—zl,%-\/% </\<)\*+zl,%-\/’\—;, unde \* = X =
10

= 555> _niti = 2,295
i=0

2,085 < A < 2,505

Pentru a estima precizia unui termometru se realizeaza 15 masuratori
independente asupra temperaturii unui lichid mentinut constant la
20°C. Presupunem ca rezulttele masuratorilor sunt realizari ale vari-
abilelor aleatoare normale Xj,k = 1,15 de medie m = 20 si o ne-

cunoscuta . Construiti un interval de incredere 1 — o = 0,99 pentru
15

o2, stiind c& %Z(xk — 20)2 =18.
k=1

R: 8,23 < 02 < 58,7

Pentru stabilirea rezistentei la rupere a unor cabluri s-au efectuat n =
= 36 masuritori si s-a stabilit media de selectie X = 500 kg. Stiind ca
rezistenta la rupere este o v. a. normali cu o2 = 100 kg, sa se verifice
ipoteza Hy : m = 496 kg fata de alternativele : a) Hy : m # 496 kg;
b) Hy : m < 496 kg la pragul de semnificatie o = 0,01. (20,995 =

= 2, 58, 20,99 = 2, 33)

R: a) respingem ipoteza H; si acceptam H

b) se accepta Hj si se respinge Hy

S-a stabilit ca greutatea unor oua pentru a fi importate trebuie sa
fie de mg = 50 g. O cercetare selectiva asupra unui volum n = 150
oua dintr-un lot importat a determinat o greutate medie observata de
X =43 g. Se cere sa se verifice la un prag de semnificatie o = 0,01,
ipoteza Hy : m = mg = 50 g fatd de ipoteza alternativa Hy : m < 50
g, daca greutatea oualelor este o v. a. normala N(m, 16).

R: respingem ipoteza Hj si acceptam ipoteza H;

Durata de functionare a unui tip oarecare de bec electric de 100 wati
poate fi considerata ca o v. a. X repartizatd normal cu media m =
= 1500 si 02 = 2002. O selectie de volum n = 25 de astfel de becuri
da o durata medie de functionare de 1380 ore. La pragul o = 0,01, sa
se verifice ipoteza Hy : m = mg = 1500 fata de H; : m = my < 1500.

R: respingem Hj si acceptam H;
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O firma producatoare de becuri afirma ca durata medie de viata a
becurilor produse este de 170 ore. Un reprezentant al Oficiului pentru
Protectia Consumatorilor cerceteaza un egantion aleator de n = 100
de becuri, obtinand o durata medie observata de viata de 158 ore si
o abatere standard s = 30 ore. Determinati un interval de incredere
1 —a = 0,99 pentru durata medie de viata m, in ipoteza ca durata
de viata a becurilor este o v. a. normala . Poate fi acuzata firma
producitoare de publicitate mincinoasa ? (£9995(99) = 2, 63)

R: 150 < m < 166; firma poate fi acuzata de publicitate mincinoasa
(folosim testul ¢ unilateral la stanga)

Consumul nominal de benzina al unui anumit motor de masgina este
de 10 [ la 100 km. Se aleg la intamplare 25 de motoare fabricate dupa
o tehnologie modernizata , obtinandu-se media * = 9,3 [ si varianta
s? = 4I?. Presupunand ci selectia provine dintr-o populatie normali, ,
folositi un test unilateral cu nivelul de semnificatie « = 0, 05, pentru a
testa ipoteza ca noua tehnologie nu a influentat consumul de benzina
(toos(24) = 1,711)

R: ipoteza H este respinsa (avem motive sa credem ca noua tehnologie
a micsgorat consumul de benzina )

Dintr-o populatie normala o slectie de volum n = 30 a dat rezultatele:
z; |0]1[2|3[4]5]|6
n;

2136|7732

S& se verifice ipoteza Hy : 0% = 08 =1 fatd de alternativa H; : 02 =
= 07 > 1 la pragul de semnificatie o = 0,05. (x§ 95(29) = 42, 6)
R:7=3,03s>=1,22

se respinge ipoteza Hy si se accepta ipoteza H;



Capitolul 7

Functii olomorfe. Dezvoltari
1n serie Laurent

7.1 Notiuni teoretice

Definitia 7.1. Fie A C C o multime deschisa si f: A — C o functie
complexa . Functia f se numeste olomorfa intr-un punct zy € A (sau C-
derivabila in zy sau monogena in zp) daca exista si e finita limita [ =

. f(z)—f (2’0)
= lim ————
z2—20,2720 Z— 20

plexa a lui f in zj.
Fie f = P+1iQ, unde P = Ref, @ = Imf.
Conditiile Cauchy-Riemann sunt

. Notam [ cu f'(zp) si se numeste derivata com-

oP _ 9@
or Oy
or _ 0Q
oy oz

Teorema 7.1. Fie A C C o multime deschisa . Fie f: A—C, f = P+iQ
e olomorfa in zg € A daca si numai dacd P,Q: A — R sunt diferentiabile in
z0 = (20, Y0) §i derivatele lor partiale in (xo,yo) verifica conditiile Cauchy-
Riemann.

Corolarul 7.1. Fie A C C o multime deschisa ¢i f: A — C, f =P +1iQ.
Dacd P,Q € C'(A) si dacd pentru¥z € A au loc conditiile Cauchy-Riemann,
atunci f este olomorfa pe A.

Notam gf =z (gi 1‘35) si g£ % (a—f + 13—5) (numita derivata are-
olara ).

Corolarul 7.2. Fie A C C o multime deschisa ¢i f: A — C, f =P +1iQ.
Dacd P,Q € C*(A) si gf =0 pe A, atunci functia f este olomorfd pe A.

165
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Definitia 7.2. Fie u: A — R o functie de clasi C? pe A. Functia u se
2 2

numeste armonicd daca pentru Va € A avem %(a) + g—yg(a) = 0, adica

Awu = 0 in orice punct din A.

Corolarul 7.3. Fie A C C o multime deschisa si f: A— C, f = P+iQ si
P,Q € C*(A). Dacd f este olomorfd , atunci P,Q sunt functii armonice pe
A.

Definitia 7.3. Seria Zan(z —20)", unde z € C, zp € C fixat, ar, € C, k =

n>0
=0,1,2,... se numeste serie de puteri centrata in punctul zj.
Definitia 7.4. Fie R = sup {7‘ e R/r >0, seriaZanM”convergenté }

n>0
Numarul R se numegte raza de convergenta , iar discul B(zg, R) =
= {z €C|z— 2 < R} se numeste discul de convergentd . Conventie :
pentru R =0, B(zp, R) = {zo}, iar pentru R = oo, B(z9,R) = C

Teorema 7.2. (Cauchy- Hadamard) Fie o serie de puteri cu raza de
convergentd R. Atunci R = L

im /|an|
—00

n

Teorema 7.3. (Teorema lui Abel) Fie seria de puteri Zanz" cu Taza
n>0
de convergenta R. Atunci

1. seria este absolut convergentd daca |z| < R;
2. seria este divergentd |z| > R;

3. seria este uniform convergentd pe |z| < p, oricare ar fi p < R.

Teorema 7.4. Fie zg € C fizat i S(z) = Zan(z —20)",Vz cu |z — 2| < R
n>0
suma seriei centrate in punctul zg, unde R este raza de convergentd . Atunci

functia S(z) este olomorfa in orice punct z € B(zg, R) si

S'(2) = Znan(z — 20)""',Vz € B(20, R).
n>0

Corolarul 7.4. Fie zp € C fizat §i S(z) = Zan(z—zo)”,Vz culz—zo| < R
n>0
suma seriei centrate in punctul zog, unde R este raza de convergenta . Atunci

functia S(z) are derivate compleze de orice ordin in orice punct z € B(zp, R)
. (k)
st ay = 5 kgzo),Vk € IN.

Definitia 7.5. Se numeste serie Laurent centrata in punctul zy € C
orice serie de functii de forma Zan(z —20)",ap € C.
nes



7.2. PROBLEME REZOLVATE 167

Definitia 7.6. Seria Zan(z — 20)",a, € C se numeste convergenta
nez
daca seriile Zan(z —2zo)" di Za_n(z — zp)” " sunt simultan convergente.
n>0 n>1
Definitia 7.7. Seria Za,n(z — 29)” " se numeste partea principala a
n>1
seriei Laurent, iar seria Zan(z — 20)" numeste partea Taylor a seriei

n>0
Laurent.

Teorema 7.5. Fie seria Laurent Zan(z—zo)” gifier = E\”/ la_n|, % =
nezZ
= E’m; presupunem ca 0 < r < R. Atunci :
a) In coroana circulard B(zo0;r, R) = {z € C/r < |z — 20| < R} seria
Laurent converge absolut si uniform pe compacti.
b) In multimea C\ B(zo;r, R) seria Laurent diverge.
¢) Suma seriei Laurent S(z) = Zan(z — z9)" este o functie olomorfa

neZ
pe coroana B(zp;r, R).

Teorema 7.6. Fie f: B(zo;r,R) — C o functie olomorfa pe coroana cir-
culara D = B(zp;7, R)(0 < r < R). Atunci existd o unica serie Laurent

g an(z—20)" a carei coroand de convergentd include coroana D astfel incat
nez

in D avem f(z) = Zan(z —20)".

neZ

7.2 Probleme rezolvate

1. Sa se arate ca functia f: C — C, f(z) = |z| nu e olomorfa in nici un
punct din C.

Solugie. Functia f se scrie f = P 4+ 1Q, unde P(z,y) = /22 + y? si
Q=0

aP _ orP _ y 0Q _ 9Q _
Avem 5 = \/xnyQ,a—y— m,%—a—y—Opentruz#O.
Din conditiile Cauchy-Riemann obtinem —2— = 0 si ——,2— = 0,

/x2+y2 /2 +y2

deci z = y = 0, adica z = 0. Dar, in punctul z = 0 functia P nu are
derivate partiale, deci cf. teoremei 7.1, functia f nu poate fi olomorfa
in acest punct. ]

2. Si se arate ci functia f: C — C, f(z) = /|22 — 72| este continua in
z = 0, satisface conditiile Cauchy-Riemann in acest punct, dar nu este
olomorfa .
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Solutie. limf(z) =0 = f(0), deci f este continua in z =0

Daca z = z+iy, avem f(z) = 24/|zy|, deci P(x,y) = 2/|zy| si Q = 0.

oP P(.’IJ,O) _P<O7O) 0 8@

o: 00 =g 0= 5,00
0P (001 — gy PO~ PO.O) _ 9Q
3 (0,0) = lim——== == = 0= -5%(0,0)

Totusi f nu este olomorfa in z = 0, deoarece P nu e diferentiabila in
acest punct. Presupunem ca P ar fi diferentiabila , deci

P(z,y) — P(0,0) =0-(z—0)+0-(y—0) + Pi(2)|z — 0],
unde lin%Pl(z) =0.

Pentru z # 0 avem P;(z) = P(z) _ 2/|zyl

R

Luand z = %,zﬁl = %—l—i%,n € N* avem z, — 0,2/, — 0, dar
Pi(z,) = 0 — 0,P1(2) = V2 — /2, deci P, nu are limiti in
(0,0). O

3. Si se determine punctele in care functia f(z) =22 + 22 — 2> +22 — %
este olomorfa si sa se calculeze derivata functiei in acele puncte.

Solutie. Daci z = x + iy, atunci f(2) = 22 +y? + z + iy(4x + 3), deci
P(z,y) = 2 +y* + = 5i Q(z,y) = y(4z + 3).

Conditiile Cauchy-Riemann ne dau 2z + 1 = 4x + 3 si 2y = —4y, deci
x = —1,y = 0. Asadar, functia f este olomorfa in z = —1.
f(=1+h)—f(-1)

Derivata in z = —1 este f'(—1) = }llin% o =

R —h+hRh—-T , _ R _ n
= i n = —ljim(hth=g) =~ fim { =50 ) =

N

h”
D

[h[> _ |n?

:727

] |h| — 0, cand h — 0 O

= —1, deoarece

4. Sa se scrie conditiile Cauchy-Riemann in coordonate polare si apoi sa
se arate ca f(z) = 2" (n > 2 intreg) e olomorfa in C.

Solutie. Fie f = P+iQ, P = P(z,y),Q = Q(z,y) de clasa C.

Luam x = rcosf,y = rsinf.

oP _ 0P O aP Ldy _ 9P _ 0P
Atunci i el i -cosf Em sin 6
oP _ 9P  dax dy _ 9P 9P
=% - Z+5 ay @70 — oz oy T cost

Rezolvam sistemul relativ la %—I;, %—I; si obtinem
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P _ 8
%5 = o cosQ— = 39 L sin 6

aP _ 9P 1 9P
S = or s1n9+r 57 cos

Analog pentru Q.

Conditiile Cauchy-Riemann devin :

P _ 19Q
or — r 00
9Q _ _190P
or —  r oo

Pentru f(z) = 2" avem f = P +iQ = (x +iy)" = (rel?)" = rneln? —
= P = r"cosnb,QQ = r"sinnf si se verifica relatiile deduse mai
sus. O

2. Sa se determine functia olomorf

f =P +iQ pe C astfel incat f(0) =

Solutie. Verificam ca functia P este armonica .

Aplicam conditiile Cauchy-Riemann gi obtinem

oP  0Q 9
o~ ay e** cos2y — 2x
88]; aag 2e%% sin 2y — 2y

Integram a doua ecuatie in raport cu z si obtinem Q(x, y) = e** sin 2y—
—2zy + ¢(y). Inlocuind apoi in a prima ecuatie avem ¢'(y) = 0, deci
c(y) = k. Atunci f(z) = e*®cos 2y +y? — 2% +i(e**sin 2y — 22y + k) =
= e?®(cos 2y +isin2y) — (z +iy)? + ki = f(2) = e** — 22 + ki. Din
conditia din enunt, obtinem constanta k : f(0) = 1 = k = 0. Asadar,
f(z) =e?* — 22, O

. Sa se determine functia olomorfa f = P +iQ pe C, unde Q(z,y) =

= p(z? — y?),p € C%.

Solutie. Notam o = 22 — 32,
.92

Avem g—g =2z¢'(a), ?T? = —2y¢'(a), deci 387? = 2¢/(a) + 42%¢" (),
29 = —2¢/(a) + 4°¢" (a)
Cum () este armonica rezultd ca AQ =0 = 8 Q49 8y
=4(2* +y°)p"(0) = 0= ¢"(a) =0 = ¢(a) = c = w(a) =
=ca+c = Q(z,y) = c(z®> —y*) +c1,c,c1 €R
Din conditiile Cauchy-Riemann obtinem

P _08Q _

or Oy
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o _ 09 _
oy  Or

Integrand a doua ecuatie si inlocuind in prima obtinem P(z,y) =

= —2cxy + k, deci f(z) = —2cxy + k +i(c(z? — y?) + ¢1) =

= f(z) =ciz? +d,c,dc R O

7. Stiind ca partea reala P a unei functii olomorfe f(z) = P +1iQ este de
forma P = ¢ (%), sa se determine aceasta functie.

0 0
2 - 1), = k).

Fie Q1(z,y) functia obtinuta inlocuind in @ variabila y prin ux.

Solutie. Notam £ = u. Atunci

o] O o
Avema—g:_%.%_i_%
0Q _ 91 1
dy ~ Ou =z
Atunci %:—(p/(u).u

0
Ga =1 Y1 +u?)

Prima ecuatie ne arata ca Q1(u) este de forma Q1(u) = F(u) + G(x).

Cea de-a doua ecuatie se poate scrie sub forma
2G' () = —¢(u) - (1 +u®)

egalitate posibila doar daca cei doi membri sunt constanti. Atunci
¢'(u) = 1£5,G'(z) = & deci p(u) = karctgu + ki, G(z) =

T+u??
= —klnx + k.
Inlocuind aceste expresii in prima egalitate obtinem F’(u) = — T f;z ==
F(u) = —kInvV1+u?+ks = f(2) = k(arctgu—ilnzv1 +u?)+a =
= karctg 2 —ikIln/22 +y? + o,k € R,a e O

8. Sa se determine functia olomorfa f = P + iQ astfel incat f (%) =0si
P — Q _ cosztsinz—e™Y

2cosx—eY—e~Y °

Solutie. Derivam relatia din enunt in raport cu = §i y si tinem seama
de conditiile Cauchy-Riemann :

oP _ 9Q _ 9P + 9P __ 2—(cosz—sinx)e¥—(cos x+sinz)e”Y
ox oy

ox ox — - (2cosz—eV—e~Y)2
AP _ 9Q _ 9P _ 9P __ —2+(cosz+sinz)e¥4(cosz—sinx)e ¥
Oy oy — Oy ox — (2cosz—eV—e~V)2

Obtinem astfel
oP  2— (e +e¥)cosx
Or  (2cosz —e¥ — e V)2
oP (e —eY)sinx

Oy (2cosz —e¥ —e V)2
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Integram a doua relatie in raport cu y : P(z,y) = msﬁlﬁ_f_
+¢(x). Derivand in raport cu z si introducand in prima ecuatie
obtinem ¢/ (2) = 0 —> p(a) = b — Pla,y) = 7oty + kb —>

2cosx—e¥—eY

= Q(r,y) = 2&3&%*"“ = f(2) = eﬂf—iﬁ%_‘_k)(l_‘_i) =

= —im— Hh(+H) = = +k(140), dar f (3) = L5 +k(1+i) =

(I

9. Sa se determine functia olomorfa f = P 4 iQ stiind ca P si @) verifica
relatia 22y P + (y? — 22)Q + 22y (2? + y?)? = 0.

Solutie. Obtinem P = ‘”22;52 — (22 + y2)?

Cum f e olomorfa , tinand cont de conditiile Cauchy-Riemann si de
relatia de mai sus avem :
0Q > —z% 0Q B 2 + 92

Ay + 2ry Oz 222y

Q +4x(z® + %) =0

0Q  a*—y* 0Q 2+

o o _ 2,2 _
ox + 2xy Ay 2xy? @—dyle”+y7) =0
Deci 5
762 — Q + 82y
oxr «x
0 _Q
9y y

Rezulta ca dQ = %dm + %dy = WQ + 8xy(zdr — ydy) =
= ) 1 dayd(a? — ?) = QU _ (2 2) —
:>d<%) —4d(2? —y?) =0 = %—4(w2—y2) =2k =
= Q(,y) = day(z® — y?) + 2kay

Deci P(z,y) = z* — 62%y? + y* + k(2? — y?)

Asadar, f(z) = 2* —622y? +y* + k(22 —9?) +i(doy (2 —y?) +2kzy) =
= f(2) = 2% + k22 O

10. Sa se dezvolte in serie de puteri ale lui z functia f(z) =
in urmatoarele domenii:

-1
23—622+112—6

a) |z] < 1;
b) 1< |z] <2
c) 2 < |z| <3;
d) |z| > 3.
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Solutie. Functia f are ca poli radicinile ecuatiei 23 —6224+112—6 = 0,
adica punctele z1 = 1,29 = 2,23 = 3.

a) In cercul |z] < 1, functia f este olomorfa , deci dezvoltabila in serie
Taylor in acest domeniu.

f(z) = (zfl)(zi2)(z73) = 2(;1) — gt 2(z173) =515 t3 ﬁ -
% ’ 1—1§

In acest domeniu avem |z| < 1, ‘%‘ <1, ’%’ < 1. Atunci f(z) =

12" 12"
—_1 ny N2 2N
B 2ZZ T QZQn 6 3n
n>0 n>0 n>0
b) In coroana circulara 2 < |z| < 3, functia f este dezvoltabila in serie

Laurent.

1 1 1 1 1 1
f@ = 1tz -5

Wl

In domeniul 1 < [2] < 2 avem || < 1,|Z| < 1,[1] < 1, deci f(2) =

1 1 z" 1 z"
_ 1
=20t gl
n>0

n>0 n>0

In domeniul 2 < |2| < 3 avem |1| < 1,|2| < 1,|2| <1

U 0 S Do v AN N
tunci f(2) = ) — = -> - 5D gy
n>0 n>0 n>0

d)f(z):i'lfll_%'lflg—ké'l,l
In acest domeniu ’%’ <1, }%} <1, ‘%‘ <1

1 12" 1 3"
i - 1 - _ = S T hl
Atunci f(z) = 2zzzn p + O

2" 2z zZ"
n>0 n>0 n>0

w [l

11. Sa se dezvolte functia f(z) = Z%Zj;g% in jurul originii si in jurul lui
z = =%1.

Solutie. 23 +22—2—-1=0= (z—1)(z+1)2=0, deci z = 1 e pol
simplu, iar z = —1 e pol dublu

_ 1 1 1
f(z)_z71+z+1+m

In cercul |z| < 1, f este olomorfa si f(z) = —Zz" + 2(—1)”2”—}—

n>0 n>0

301" (0 + 12"

n>0
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12.

13.

14.

Pentru a dezvolta in jurul punctului z = —1 scriem f(z) = ﬁ—i—
1 1 1
T 9 1231
2+ 1\"
In cercul ]Z—I—l]<23uvem1 =1 —Z 5
n>0
- _ 1 11 2+ 1\"
DeCIf(Z)—m+m—§Z 9
n>0
_ 1 1.1 1.1

f2) == +3 1+52 +1 (1+51)?
In cercul [z — 1| < 2 avem —L— = Z Z_l nsi L =

S T

n>0
(n+1)(z—1)"
=2 (-1 o
n>0
nn+ 3
Atunci f L+ Z 2n+2 -1 O
n>0

Sa se dezvolte functia f(z) = si iz=1.

z 1) 1 o1
-7 =sin (1 + 2_1> =sinlcos ;=5 +cos1sin ;=

1

1= ;(_Dn (2n + 1)!(z — 1)2nH1
1
= g—w”w
1
Atunci f(z) =sinl - 7;] Tl)—k
1
+cosl- ngo @+ )iz = 12 O

ip 2t . .
Sa se dezvolte functia f(z) = €™ == in jurul punctului z = i.

2i ) . 27 27

Solutie. f(z) = I+ 3T5) Qim0 730 & e i —
oDt 2 " . . y
= f(2) = Zi' -] convergentd pe coroana circulara
n! z—1
n>0
0<|z—il <o O

S& se dezvolte functia f(z) =
z=T.

—74n> 0 jurul originii si a punctului
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Solutie. f(z) = Z% . 1

s

1
- : 2 1
e e
In domeniul |z| < 7, fi(2) = % este olomorfi , deci ——5+—1— =
122zt _z2y
31 51 3! 5!
= ap + az® + asz* + .... Prin identificarea coeficientilor obtinem

1 7 7
0/0:1,0/2:6,@4:%7...Z>f( ):Zf3+g;+%2+

Pentru a dezvolta functia in jurul punctului z = 7 facem substitutia
z=t+msi f(z) devine F(t) = — o = — (14 2) 72— 1

(t+m)2sint w @
In interiorul cercului [t| < 7 avem |L| <1gi (1+£L)2=1-2.14
+3- 5 -4 g
Atunci in domeniul [t| < 7 avem
Fity=—4(1-2-L+3.5 4.5 4 )(1+%t2+%t4+...):>

— 1 2 18+7r 12+71' 2
Revenind la variabila z,1n 1nter10rulu1 cercului |z —7| < 7, dezvoltarea
A~ . . . 2
in serl(;, a functiei f(2) este f(z2) = —% - -+ & — I%ﬂr (z — )+
12 -
—|—%(z—pz)2—|—... O

7.3 Probleme propuse

1. S& se arate c& functiile f: C — C, f(z) = 22+ €*,9: C\ {0} — C,

g(z) = 1 sunt olomorfe.

R: Se aplica corolarul 7.1

2. Sa se arate ca functia f: C — C, f(z) = Z nu e olomorfa in nici un
punct din C.

3. Sa se determine punctele in care functia f: C — C, f(z) = 2% este
olomorfa .
R:2=0

4. Sa se determine constantele corespunzatoare astfel incat urmatoarele
functii sa fie olomorfe:

a) fi(z) =z + ay +i(bz + cy);
b) fa(2) = 2% + axy + by? + i(ca? + dry + y?);

c) f

)
(z) = cosz(coshy + asinhy) + isinz(coshy + bsinhy).
a)b=—a,c=1;b)a=d=2b=c=-1;¢c)a=b=—1.

5. Sa se calculeze %, % pentru functiile f1(z) = 22 §i fo(2) = 2 - |2

R: 9 =22, 90 =0,92 =222, 92

2.

9z U oz = 2?
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10.

11.
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. Sa se determine functia olomorfa f = P+i@Q pe C astfel incat P(x,y) =

a? —y? 51 f(0) = 0.
R: f(z) = 22

. Sa se determine functia olomorfa f = P+iQ pe C astfel incat P(x,y) =

=sinz coshy i f(0) = 0.
R: f(z) =sinz

. Sa se determine functia olomorfa f = P+i@ pe C astfel incat Q(x,y) =

=1In(2? + %) + = — 2y.
R: f(z) =2ilnz— (2—i)z+k

. Sa se determine functia olomorfa f = P+iQ pe C astfel incat Q(x,y) =

:exsiny—xﬂTy2 si f(1)=e.
R: f(z):ez—i—%—l

Sa se dezvolte in serie de puteri ale lui z functia f(z) =
urmatoarele domenii:

__ 1
22—3242

a) |z| < 1;
b) 1< |z] <2

c) |z| > 2.
2n+1 -1

R:a) f(z) = ZW«Z”§ b) f(z) = Z <Zln + 2ij_1>,

n>0 n>1

)1 =

n>1

Sa se determine dezvoltarile in serie dupa puterile lui z ale functiei
_ 1
f(Z) - (22,1)(,22,4)2-

2n
R: Daca |z| < 1, f(z) = Z ( 1+ 3Zn_+|_27> I

n>0 9
3n+7 22”
Daca 1 < |z| < 2,f(z QZ m Z An+2 g
n>1 n>0

Dacd 2] > 2, f(z) = Y [(3n—7)4""2 + 1]
n>3

9z2n
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Integrale complexe

8.1 Notiuni teoretice

Definitia 8.1. Fie A C C o multime deschisd nevida si fie f: A — C o
functie olomorfa pe A. Un punct zp € C se numeste punct singular izolat
al lui f daci existd un disc B(zo,r)(r > 0) astfel incit B(zo,7) \ {20} C A
(adic functia f este olomorfd pe discul punctat B(z0;0,7) = B(z0,7)\{20}).

Pe coroana B(zp; 0, r) functia olomorfa f are o dezvoltare in serie Laurent
o

f(z) = Z an(z — 20)".

n=—00
Exemplul 8.1. Punctul z = 2 este un punct singular izolat pentru fiecare
din functiile f(z) = ﬁ, f(z) = 22, f(z) = S‘Zn%;

Exemplul 8.2. Punctele z = 0,4i sunt puncte singulare izolate ale
functiei f: C\ {0,+i} — C, f(z) = ﬁ
Definitia 8.2. Fie f: A — C o functie olomorfd , unde A C C o multime
deschisa nevida si fie zg € C un punct singular izolat al lui f. Punctul

singular izolat zp se numeste punct singular aparent daca seria Laurent
o

f(z) = Z an(z — 2z9)" are partea principala nula , adica a,, = 0,Vn < 0.
n=-—oo
Definitia 8.3. Punctul singular izolat zg se numgte pol daca in seria
(o]

Laurent f(z) = Z an(z — zp)" partea principala are un numar finit de
n=-—o0o
termeni nenuli, adica exista m € Z,m < 0 astfel incat a,, # 0 i a, =

0,Vn € Z cu n < m. Numarul natural —m se numeste ordinul polului zj.
Polii de ordinul intai se mai numesc simpli.
Definitia 8.4. Punctul singular izolat zy se numste punct singular
o0

esential daca partea principald a seriei Laurent f(z) = Z an(z — zo)"
n=-—o0o
are o infinitate de termeni nenuli.

Propozitia 8.1. Fie f: B(29;0,r) — C o functie olomorfa pe coroana

176
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B(20;0,7). Atunci punctul zy este punct singular aparent pentru f daca si

numai daca exista gi este finita lim f(z).
Z—20

Propozitia 8.2. Fie f: B(z0;0,r) — C o functie olomorfa pe coroana
B(z0;0,7). Atunci punctul 2y este pol pentru f daca gi numai daca exista

si este finitad lim f(z) = co.
2—20

Propozitia 8.3. Fie f: B(29;0,7) — C o functie olomorfa pe coroana
B(20;0,7). Atunci punctul zy este punct singular esential pentru f daca si

numai daca nu exista lim f(z).
Z—20
4

Exemplul 8.3. Punctul z = 1 este un pol simplu pentru f(z) = 5.
Intr-adevar, lir% f(2) = oo, iar dezvoltarea Laurent a lui f in jurul lui z =1
Z—

este f(z) = % = Zil + 1, cu partea principala ﬁ
Exemplul 8.4. Punctul z = 0 este o singularitate aparenta pentru f(z) =
= %%, deoarece lim = 1.
z—0
Exemplul 8.5. Punctul z = 2 este pol dublu pentru f(z) = (S;E%%.
Pentru orice z € C avem sinmz = ag + a1(z — 2) + a2(2 — 2)% + ..., unde
ag=0,a1 =m,as =0,a3 = —%3 etc., deci f(z) = ﬁ — %3 + ...

Exemplul 8.6. Pentru functia f(z) = e* punctul z = 0 este singular
esential deoarece er =1 + ﬁ + ﬁ + ... gl partea principala are o infinitate
de termeni. Analog, z = 0 este singular esential pentru g(z) = sin% si
h(z) = cos L.

Cazul punctului de la infinit

Fie f: B(0;7r,00) — C o functie olomorfa pe coroana B(0;r,00) (exte-
riorul unui disc). Vom spune cd punctul co este punct singular izo-
lat al lui f. Functia (t — z = 1): B(0;0,2) — B(0;r,00) este olo-
morfd ; compunand cu f obtinem functia olomorfa f*: B(O;O,%) — C,
fr(t) = f(3),Vt € B(0;0,1) care are punctul ¢ = 0 ca punct singular izolat.

Vom spune cd z = oo este un punct singular aparent al lui f (sau ca
functia f este olomorfa in z = oo) daca functia f* are ¢ = 0 ca punct
singular aparent. Vom spune ca z = oo este pol al lui f daca functia f* are
t = 0 ca pol. Vom spune ca z = oo este punctul singular esential al lui f
daca functia f* are t = 0 ca punct singular esential.

[e.9]
Observatia 8.1. Fie f(z) = Z apz" dezvoltarea in serie Laurent a lui

n=—oo

(e e}

f in coroana |z| > r. Atunci f*(t) = f(3) = Z ant™" este dezvoltarea
n=—oo
in serie Laurent a functiei f* in coroana B(0;0,2). Rezultd cd z = oo este
punct singular aparent al lui f daca a, = 0,Vn > 1; z = oo este pol al lui
f daca a, = 0,Vn > 1, cu exceptia unui numar finit de valori si z = oo este
punct singular esential al lui f daca a, # 0 pentru o infinitate de valori ale
lui n > 1.
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Definitia 8.5. Un domeniu D se numeste simplu conex daca orice curba
simpla inchisd C' continutd in D are proprietatea ca domeniul marginit A
care are frontiera C' este inclus in D.

Teorema 8.1. (Teorema lui Cauchy) Daca | este olomorfa intr-un dome-
niu simplu conex D, atunci fC f(z)dz = 0, oricare ar fi curba inchisa C
continuta in D.

Teorema 8.2. (Formula integrala Cauchy) Fie f o functie olomorfa
intr-un domeniu simplu conex D st C' o curba simpla inchisa confinutda in
D. Notam cu A domeniul marginit care are frontiera C', A C D. Atunci

1
fla) = — /(z) dz,a € A
2mi Joz —a
Teorema 8.3. Fie f o functie olomorfa intr-un domeniu D simplu conex
ce admite derivate de orice ordin. Atunci
n! f(z)

(n) - _J\E)
F(a) 271 Jo (2 — a)ntl dz

unde C este o curba simpld inchisa care inconjoard punctul a.

Definitia 8.6. Fie A C C o multime deschisa nevida gi fie f: A — C
o functie olomorfa si fie discul punctat (coroana) B(z;0,7) C A (29 € C,
r > 0) astfel incat punctul zp sa fie punct singular izolat al functiei f. Fie

oo

f(z) = Z an(z —20)" dezvoltarea in serie Laurent a functiei f in coroana
n=-—00
B(z0;0,7). Coeficientul a_; se numeste reziduul functiei f in punctul

singular zj i se noteaza Rez(f, 2p).
Propozitia 8.4. Fie C = {z € C/|z — z| = p < r} (cerc parcurs in sens
trigonometric direct). Atunci

a_1 = ;m/cf(z)dz

Observatia 8.2. Daca zg € C e punct singular aparent pentru f, atunci
Rez(f, z0) = 0.

Propozitia 8.5. Fie f: B(29;0,r7) — C o functie olomorfa pe coroana
B(z0;0,7) si fie zgp € C un pol de ordinul £ > 0 pentru f. Atunci

Rez(f,z0) = (k—ll)!zh—{go[(z — 20)F f(2)]*D

Corolarul 8.1. Fie f: B(29;0,r) — C o functie olomorfa pe coroana B(zy;0,r)
astfel incat f(z) = ggz;,Vz € B(20;0,7), cu P,Q functii olomorfe in discul
B(zo;7), P(20) # 0,Q(20) = 0,Q'(20) # 0. Atunci punctul zo € C este un

pol de ordinul intdi pentru f si Rez(f,z0) = 5,((2)).
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Definitia 8.7. Fie f: B(0;7r,00) — C o functie olomorfa in exteriorul
discului B(0,r) (deci z = oo este punct singular izolat pentru functia f). Se
numeste reziduul functiei f in punctul oo, reziduul functiei (—t%) f (%)
in punctul ¢t = 0.

Propozitia 8.6. Fie C = {z € C/|z| = p > r} un cerc de razi p parcurs
in sens trigonometric direct (orientat pozitiv). Atunci

Rez(f,00) = ! /Cf(z)dz

2

Teorema 8.4. (Teorema reziduurilor) Fie f o functie olomorfa intr-
un domeniu D gi C o curba simpld inchisa conginutd in D. Notam cu A
domeniul marginit care are frontiera C. Daca in interiorul lui A functia f
are un numdadr finit de singularitdli ay,as,...ay,, poli sau puncte singulare
esentiale, atunci

k
/ f(z)dz = 27riZRez(f, a;)
Corolarul 8.2. Fie aj,aq,...,ar € C punctele singulare izolate ale unei
functii f: (C\{al, s, ... ,ak} — C, olomorfe pe (C\{al, s, ... ,ozk}. Atunci
k
ZRez(f, a;) + Rez(f,00) = 0 (suma tuturor reziduurilor este nuld in cazul

=1
unui numar finit de puncte singulare izolate).

Lema 8.1. (Jordan) Fie f o functie continud definitd in sectorul 61 < 6 <
<0y (z=re'). Dacd | l‘im 2f(z) =0 (0, < argz < 63), atunci
Z|— 00

/ f(z)dz — 0
4(r)

cand r — oo, unde 0(r) este arcul de cerc centrat in origine de razd r
continut in sectorul 01 < 6 < 05.

Lema 8.2. (Jordan) Fie f o functie continud definita in sectorul 61 < 6 <
<0y (2 =re'). Daca Hm z2f(z) =0 (0, < argz < 03), atunci
z|—0

/ f(z)dz — 0
o(r)

cand r — 0, unde 0(r) este arcul de cerc centrat in origine de razd r
continut in sectorul 01 < 6 < 0,.
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8.2 Probleme rezolvate

1. Si se calculeze reziduul functiei f(z) = —+— in punctul z = 0.
zZsiz
. . 3 5 _
Solutie. Avem sinz = 37 — 55 + 35 — ... = zsin 22 =

2 6 10 4 8
:z(%—%wﬁ—...)223(1—%+§7—...):>

I=5r+%5
Exista o serie de puteri Zanz” astfel incat (1 — %4'1 + %? - .. > .
n>0
(ag+arz+az>+...)=1=a9=1,a0-0+a;-1=0,a0-0+ay -
O4+ag-1=
=0=a2=0
Atunci f(z) = Z%Zanz” = g + % + % +as+ ..., deci Rez(f,0) =
n>0
= ag = 0 O
2. Sa se calculeze reziduul functiei f(z) = z(liez) inz=0.
Solutie. z(l—ez):22(1+%+§—?+...)=>f(z): L

2t 2+24.)
:Z%-(a0+a1z—|—a222+...)
Decilz(1—1—%—1—%?—1—...)'(ao+a12+a222+...):>a0:1,a0-1+

1
21 1 =

=0= a1 = —5 = Rez(f,0) =} O
3. S se calculeze Rez(f,0), unde f(z) = (1 + e%).

Solutie. Punctul z = 0 este un punct singular esential izolat, deoarece
f admite o dezvoltare in serie Laurent in jurul originii,

- 1 9 1 1 1 1 1 1
f(z)_; +F;+§;+§;+

cu o infinitate de termeni in partea principala .

Reziduul functiei relativ la acest punct este coeficientul lui %, deci
Rez(f,0) = 2, pentru n = 1 si Rez(f,0) = 0, pentru n > 1. O

4. Sa se calculeze reziduul functiei f(z) = ('22%)” relativ la polii ei.
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Solutie. z = 41 sunt poli de ordin n

an 1 _
Rez(f, ) - 1)lhm[( 1) ’ (Z — l)n(Z n l)n](n D=
O ) n(n+1)...(2n —2)
1 — _1 n—1 2 —2n+1 —
— i nntl)..(2n-2)
= T 1)
Analog calculam Rez(f, —i) O

5. Sa se calculeze integralele I} = f\z|:1 z|dz|, Iy = [qz|dz|, unde cercul
unitate este parcurs pozitiv o singura data , iar S e segmentul care
uneste 0 i i.

Solutie. z = el t € [0,27] = dz = ielldt = |dz| = dt = I, =
= fozﬂ eltdt = et /27 =0
Segmentul S are reprezentarea parametrica z = ti,t € [0,1] = dz =

= idt = |d2| = dt = I, = [, tidt = 1 O
Sa se calculeze integralele complexe:
6. fW(ZQ + 1)dz, unde 7 e semidiscul {z € C/|z| < r,Imz > 0} cur > 1.

Solutie. ~ este reuniunea curbelor §, unde 6(¢) = (2t — 1)r,t € [0, 1] si
o, unde o(t) = reit ¢t € [0, 7]

Atunei [ ( (224 1)dz = [;(z2+1)dz+ [ (2% +1)dz = f01(2t—1)2r22rtdt—|—

+f0 r262‘tr1e1tdt etc O
T fi iy gdz
|z—2i|=1 22+4
» 1 _ EEsT SO f(z)
Solutie. f|z72i|:1 7radz = f|zf2i| 1 z+;1d’z f|z72i|:1 =9, unde
1
f(2) = =%

Aplicam formula mte%rala a lui Cauchy §i obtinem :

fz _ —
f(21) 27r1 |z—2i|=1 z—2i :>fz 2i|=1 z—2i 27T1f(21) 2mi -

=3 O

8. f|z| T 1)3dz pentru r > 1

Z

Solutie. Din teorema 8.3 avem fM _ (Z 1) 2mf”( ) = 3mie, unde
f(z) = ze* O

cosh Z=

f|z+2i| =2 (Z+1)2 dz
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10.

11.

12.
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Solutie. Functia g(z) = % are punctul —i pol de ordinul 4. Aplicand

teorema 8.3 pentru n = 3,a = —i, f(2) = cosh &% obtinem

cosh 7 i : i Tz (3) : mio (w3
f\z+21| 2 (z+1)zjl dz =3 @ (-i) = G [eosh ™ (—1) = 3 - (5)
-sinh T ( ) ]

24
S dz R #1

ECE L )

Solutie. Daca R < 1, conform teoremei lui Cauchy f| -k 51

Daca R > 1, aplicam formula lui Cauchy functiei f(z) = ze'2?, deci
f\Zl RZ,S 21 dz =2mif(1) = =27 O

Solutie. Functia f(z) = gQ are ca poli radicinile ecuatiei 2% cos z = 0,

adica z = 0,2km &+ §,k € Z. In interiorul cercului |z| = 2 se afla polii

simpli 0, §, — 5.
t
Calculam Rez(f,0) = limz - g—; =1
z—0 z
. T\ tgz . —ctgv 4
Rez(f,T) = 1 (_7)47:1 L _ 4
AP Ery) T T T

Rez(f’ _%) =—2

71-2
Din teorema reziduurilor obtinem :

f\Zl . tzggzdz = 27i (Rez(f,0) + Rez(f,3) + Rez(f, - %)) = 2mi (1 — &)

z

f\z|=r (Z_Smdzm>0,r# 1,7 #2

Solutie. 1) Daca 0 < r < 1, aplicam teorema lui Cauchy si obtinem

z

= e @2 =0

2) Daca 1 < r < 2, aplicam formula integrala a lui Cauchy.

Z
z Z

f‘z|_r (zi)emdz = f‘z|_r = 1d,z = fM_T ];( l)dz unde f(z) = ;%5
Atunci f ol=r &) g, = 2mif(i) = 27riif—2

z—1

3) Daca r > 2, aplicam teorema reziduurilor.

i gi 2 sunt poli simpli
Caleulam Rez(f, 1) = lim(z — i) ——— ¢
alculam Rez(f,i) = lim(z — 1 =
’ z—i (z—1)(z—2) i-2

z
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13.

14.

15.

Ren(f,2) = lim (2 — 2)——< 62
7 = —_ =
’ z—2 (Z—i)(2—2) 2—1
Atunm f | r mdz = 271 ( =+ %) = 62:32 D

Je 1+15J1rn =dz, unde C este elipsa 75 St % —l,a>1

Solutie. In interiorul domeniului marginit de curba C' sunt doua sin-
gularitati: -1 pol simplu si 0 punct singular esential izolat.

Conform teoremei reziduurilor obtinem

1 4
/C %dz = 27i(Rez(f, —1) 4+ Rez(f,0))

Calculam Rez(f, —1) = lim (2 + 1)f(z) = lim 1+ sing =1

z——1 z——1

Pentru reziduul in punctul singular esential z = 0 este necesara o
dezvoltare in serie Laurent in jurul acestui punct :

flz) = H%(l—ksing) =(1l—z+22-22+..)
-<1+%~§—%-2—§+%-Z—§+...>,Valabilépentru |z| < 1.
Din produsul celor doué serii ne intereseaza doar coeficientul lui %,

deci Rez(f,0) = §; — ?+g—?—%7+...:sin7r20

Asadar, fc 1+. z dz = 2mi O

Joj=r 15 Zdz r>0,r#1

w=

Solutie. Functia f(z) = = are in z = 1 pol simplu si in z = 0
singularitate esentiala .
1

. €z
Rez(f,1) —iliri(z— 1)- T, = ¢
Pentru 0 < [z| <1 avem f(z)= (14 z + 50z + -+ opw +..-)
(A+z+22+..4+2"+..)=Rez(f,0) =L+ H+...+ S +...=
= e — 1(coeficientul lui %)
Daca 0 <r <1, f| = fzzdz = 2miRez(f,0) = 2ri(e — 1)
Daca r > 1, f 2| fzzdz = 2mi(Rez(f,0) + Rez(f,1)) = —2nxi O

Jo~ 1+ )de
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2
x
Solutie. xh_%lowa . m = 1 pentru o = 4 > 1, deci integrala
[ee]
fo a + ) —Zozdx este convergenta .

Functia f(z) = (.77 este pard , deci I a o? dy = T (9”72,(&;

- (1+ Ty 1+22)3
Fie f(2) = (1+z {277 € C\ { i} olomorfd

=i sunt poli de ordinul 3

Fie r > 1§ I, = [~r,7] U, unde 7, = reit, t € [0, 7]

Aplicam teorema reziduurilor gi obtinem fFr f(2)dz = 2miRez(f,1)

2 " .
N l . N3 _ 1
Deci [, f(z)dz=§
Dar § fr z)dz = [*, (1+m2)3 dz + f f(2)dz. In aceasta relatie

2
trecem la limita cand r — oo si obtinem § = =/ > ximdx, deoarece

—oo (14
2
lim / f(2)dz = 0 cf. lemei lui Jordan (lim zf(z) = hm PR ——
L Sk (+ 2
=0). Asadar, [° (1+x2)3dx 75 O

Jo. @B

Solugie. Consideram integrala I = fC M%dz, unde C' = [—r,r|U
Uyp,r > 2

Functia f(z) = j e olomorfa cu polii simpli +i, £2i

(22+le)(z2+4
Cum polii i gi 2i sunt in interiorul conturului C, aplicaim teorema
reziduurilor si avem I = 27i(Rez(f,1) + Rez(f, 21))

y N . el et 1
Calculam ReZ(f, l) = Llig(z — l)f( ) ng}m = H = @
el” 1
9) = lim (2 — 2 I - _
Rez(/,20) = lim (= = 20)/(2) = My on ~ 1o
Deci I = 22T,

Pe de altd parte I = [" )dz. In aceasta

r (x2+1)(x4+4 dr+ [, o) (z2+4
relatie trecem la limita cand r — oo si obtinem f dx

T

iz
(Z?T;)W’ deoarece, cf. lemei lui Jordan, rli)rglo e 16;(22 Y dz =

=0 (/)| = |t | < FF W > 0) = Im [2f(2)] = 0)
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0 iz fe's) —ix 00
Dar [~ (m2+1e)(gc4+4) dz = [, (x2+i)(a:4+4) dz = | (a:2+cl(3s(£4+4) dr =

_ (2e—=D)m
122 N

2T 1

. it | —it . .
Solutie. Deoarece cost = % vom face schimbarea de variabila

z =elt t €10,27], deci dz = ieldt si |2| = 1.

1
=d
z sdz

Integrala devine f|z\:1 m = % f‘z|=l m
2 z

Functia f(z) =
dubli —2 4 /3.

Aplicidm teorema reziduurilor, tinand cont de faptul ci doar —2 + /3
se afla In interiorul cercului de centru 0 si raza 1 si rezulta ca

Sl e ds = 2miRez(f, —2 + V3)

m,z € C\ { -2+ 3} e olomorfi si are polii

1
Calculim Rez(f,—24+v3) = lim [z+2—V3)2f(?)] = — =
(f ) z+2+¢:§[( )7 f(2)] 63
z _ 27 1 _ 47
= Jlz1=1 (z2+4z+1)2’d2 =353 Jo (2+Cost)2dt ~ 33 0

18. [T oSt

T 5—4cost

Solutie. Facem schimbarea z = e' si integrala devine I St =

7 5—4cost
242 dz 1 2841
= f|z|:1 2z+l ) ;dZ T T2 Jjz|=1 23(222—52+2) dz
5—d-—*=
Polii functiei f(z) = % sunt 0,2,% si doar 0, pol triplu si
%, pol simplu, sunt in interiorul cercului |z| = 1. Aplicadnd teorema
. . . 6 .
reziduurilor obtinem f‘z|:1 23(2;‘27%(12 = 2mi(Rez(f,0) + Rez(f,2))
< . 1
Calculam Rez(f,0) = %;13(1)[23f(z)]” =3
1 1+ 26
R 7 Ly — i _ e
h =i (=) 10 = -5
. 3t 1 : 1 1426
Deci f—7r 5ffz)lscostdt - T2 2mi - (5 o322 ) H

19. [ tg (x +1)dx

ei(z+i)—eii(‘r+i) .
sin(z+i) _ 2 _ 1 ere?
cos(z+i) —  i(a+i)teilet) T 1 e2iz4e?
2

Solutie. tg(z+1) =
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Facem schimbarea z = 7 &i integrala devine

— 2 dz _ 1
Jo tg(z +i)d = Tf\z|—1 T % T |2|=1 z(z+62)d
Functia f(z) = Z(Z +e2) are drept poli simpli punctele 0, —e?, dar numai
0 este in interiorului cercului |z| = 1. Aplicand teorema reziduurilor
obtinem [ tg (z 4+ i)dz = 5 - 2mi - Rez(f,0), unde Rez(f,0) =
= 1ir%zf(z) = —1, deci [ tg (z +i)dx = mi O
z—
20. fo% e“? cos(nx — sinx)dz
Solutie. Facem schimbarea z = €@ si avem :
—i(nx— smx)]

cos(nx —sinz) = ;[el(m: sinz) | o
= %[znefé(zfi) + ane%(z—i)] _ 2%[227%7%(’27%) +e%(Z7%)]

Integrala devine flzlzl e2(=3) . o[22 ne=z(+3) 4 e%(zfé)] Lz o
=1 1211 Zzzi%ezdz = 2miRez(f,0), cf. teoremei reziduurilor.
e%Jrez

Pentru a calcula Rez(f,0) dezvoltam functia 227;”7“ in vecinatatea
punctului O :

2 2 n
pnetier (I itpiptotatntl JH bt e, g
Znt1 - o+l — mg—’— L=
2 . -
= Rez(f,0) = & = [ €% cos(nz — sinz)dz = 2} O

i a™

VaZ+b? | (Vb2 +b)n’

21. Sa se demonstreze egalitatea fo bcﬁfmdﬁ
a,b>0,n €.

Solutie Fie I = foﬁ 5 Cf;gfsedH = %f cosnb__ g gi

7w b—iacos@

_ isinnf : : :
iJ =3 f 7 5—ia roiaaegdf = 0 (deoarece functia din interiorul integralei

este impara )

m0

I'+iJ = 2f T b— 1acos0d9
Facem schimbarea z = €'t si integrala devine I = I+iJ = f|z‘:1 Wﬁbzﬂldz

va —b

Polul simplu z = i¥%~£2°=2 este in interiorul cercului |z| = 1.

N b2 —b n
Rez(f,iivaulﬁ_b) = lim 2 —i¥2 * 5 Z, =
e 212 —b a az? 4 2ibz + a

zZ—1

a
i a

T 9VaZtb2 | (Va+b2+b)n

n

cosnd z"
Cf. teoremei reziduurilor rezultd [ ;22520 df = Jaj=1 ez a2
2 n
= 2miRez(f, iY@t =) — _m_ . g O

VaZ+b2  (Va2+b2+b)n

dz

22. Sa se calculeze integrala I = fIZ\:4 T e
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. Sa se calculeze reziduul functiei f(z) =

. Sa se calculeze
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Solutie. Cum sin 3z = 3sin z—4 sin? 2, integrala devine I = |2|=4 751%
Functia f(z) = o ,j:2, e
In interiorul cercului |z| =4, f are polii tripli z; = 0,29 = 7, 23 = —.

Atunci, conform teoremei reziduurilor, I = 27i(Rez(f, O) +Rez(f, )+

+Rez(f, —m)). Conform exercrglulul 17, capitolul 7, - = 1(1 + %—i—
4

FIE )= f(2)= 501+ 5 + 2% +...) = Rez(f,0) =

Pentru a dezvolta f in serie Laurent in jurul punctului =T fac

substitutia z = ¢+, rezultd f(t4+7) = — - = —H(1+5+=+..)).

s z

Atunci Rez(f,m) = —%. Analog Rez(f,—m) = —3. Deci I = —2Z [

Probleme propuse

. Sa se calculeze reziduurile functiilor f(z) = ze%, g9(z) = 5”21622, h(z) =

=23 cos in punctul singular z = 0.

R: Rez(f, 0) = 3,Rez(g,0) = &, Rez(h,0) =

z+3
(z+1)3

in polul z = —1.

R: Rez(f,—1) =0

v . .. o 1 N e s
. Sa se calculeze reziduul functiei f(z) = 5> 1n polii sal.

R: Rez(f,0) = —1,Rez(f,—1) =1

142*
v 1+22

{ze€C/lz| <r,Imz >0} cur > 1.

dz, unde v e semidiscul

R: ., ﬁ; dz = 2m( aplicam formula integrald a lui Cauchy)

Sa se calculeze integralele complexe:

: f| =r (sz dz, unde |a| #r >0

z—a)?

R: . . ,
/ sinz { 2rif'(a), la| <r
|

z|=r (Z - a)2 0, |a’ >r

[ 27icosa, la| <7
10, la| >

) f| |_TZ4Hdz 0<r#1
R: Daca 0 <r <1, fz‘ Y z4+1dz =0 (cf. teoremei lui Cauchy)
Daca r > 1, aplicam teorema reziduurilor si f| |=r Z4+1dz =0

I= ﬁdz unde a > 0 si C este cercul |z] = R, R > a.

R:7=0

z
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16. I

17.

I= [, . 1dz unde
a) C: (2% +y°)*
b) C : 2% + 164>
c)C:|z|= ?

CAPITOLUL 8. INTEGRALE COMPLEXE

—16(z% —y?)* = 0;
—4=0;

R: a) Curba C este reuniunea dintre o lemniscata de ecuatie
(22 + y?)? — 4(2% — y?) = 0 cu originea ca punct dublu si care inter-
secteaza axa Oz In punctele A1(2,0) si A2(—2,0) si o lemniscata de

ecuatie (22 + y?)? + 4(2?

— %) = 0 cu originea ca punct dublu si care

intersecteaza axa Oy in punctele B1(0,2) si B2(0,—2). Cf. teoremei

reziduurilor, I = 27i.

b) I =i
c)I=0

.I:fooo L_dx

I
R: 1=7

I — fOOO 71—}-1:E4da:
R: 1 =-"=-

I = fOOO 71%-11:66{:1:
R:I=Z

I= [~ -,

(x2+a2)
R: =,

Il — j‘OO zsinx

—o00 22422+10°

f X CosT
oo £242x+10

R: I} = 55(3cos1 +sinl), I = 355(3sin1 — cos 1)

I = fOOO CcoS T dx

241
R: I =4
I'= 0 2+costdt

R: I =47(3-2V3)

f 2+smt
. — 2i
R: = 75
I = 27 dx

— JO atbcos2z’

. _ 2
R: = T

a,b>0
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18.

19.

20.

[ = [?7 __cos®2z
0 1—2acosz+a?

R:I:E[M_l]

2 1—a? a

dz,|a| <1

_ [T dx
I'= fO (1748 cos x)?

R: =3 [" M#@Z si aplicand teorema reziduurilor obtinem
I = 177
= 153

__ (7™ sinzsinnx
I = ffﬂ' 5—4cosx dx

. : __ [T sinxcosne : T 7 _ [T €"Tging
R: Fie I —.f_ﬂ SLCSNL . Atunci [y +il =il = [7_ 202y,
Notam z = e'* si aplicam teorema reziduurilor pentru integrala

inz o3 o
ST 2L gy, Rezultd [ = 50

T b—4cosx



Capitolul 9

Transformata Laplace

9.1 Definitie si formule de inversare

Definitia 9.1. Se numeste functie original orice functie f: R — C care
poseda proprietatile:

a) f este integrabila pe orice compact si f(t) = 0 pentru ¢t < 0;

b) existd constantele M > 0si~o € R astfel incat: |f(t)] < Me™!, pentru
orice t > 0.

Numarul 7y se numeste indicele de crestere al functiei f.
Definitia 9.2. Transformata Laplace (sau functia imagine) a unei functii
original f este, prin definitie, functia complexa:

F(p) = - —rtg 9.1
») /0 F(t)edt (9.1)
adica "
F(p) = lim f(t)e Pt (9.2)
i

Se demonstreaza ca functia imagine F' este olomorfa (analiticd) in semi-
planul Re p > v ¢i vom nota F = L][f]

Teorema 9.1. (formula de inversare Mellin-Fourier) Fie f o functie
original cu indicele de crestere vy, iar F = L[f] imaginea sa. Atunci egali-

tatea

a+io0o
()= / F(p)edp,a > o (9.3)

27 a—ioco

are loc in toate punctele in care f este continud .
In fiecare punct a de discontinuitate, valoarea functiei din membrul drept
este egald cu [f(c—0) + f(c+0)].

190
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Presupunem ca F' admite o prelungire in C cu exceptia unui numar finit

de puncte singulare izolate pi,p2,...p, si ca lim sup |F(p)| = 0.
"% pl<n

Daca sunt indeplinite conditiile in care relatia (9.3) este adevarata, atunci:

n
F(8) = Rez(F(p)e?, py) (9.4)
k=1
In particular, daca pi1,p2,... sunt poli de ordin n,ns,... respectiv, atunci
(9.4) devine:
n 1 dnk—l .
t) = I F(p)(p — pr)"*e? 9.5
10 =3 oy Jim e @@ —p™e) (95)

k=1

9.2 Proprietatiile transformarii Laplace

In continuare sunt date proprietatiile transformarii Laplace cu denumirile
uzuale, iar in tabelul 9.1 transformatele functiilor mai importante.

1. (linearitatea) Daca «, 3 € IR atunci:
Llaf(t) + Bg)](p) = LIf(1)](p) + BLIg(1)](p)

2. (schimbarea de scala) Daca 7 > 0 si F(p) = L[f(t)](p), atunci:

ciinm =F (%), acm

o \a

3. (teorema intdrzierii) Daci T > 0 5i F(p) = LLf(#)](p), atunci:
LIf(t—71)(p) =e " F(p)

4. (teorema deplasirii) Daci Re (p+\) > 70 si F(p) = LLF ()] (p)
LM f®))(p) = Flp+ )

5. (derivarea imaginii) Daca F(p) = L1f(1)|(p) si n € N*, atunci:

LA F
dp™

LI f®)(p) = (=1)

6. (derivarea originalului) Dacé f este de n ori derivabild in IR\{0}, £
este o functie original, existd f*)(0+0), 0 <k <n — 1, iar
F(p) = LIf(2)(p), atunci:

£ | T80 @) =1 PO =00 010172 040 £ 040)
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7. (integrarea originalului) Daca F(p) = L[f(t)](p), atunci:

y [/otf WT] (») = F;z?)

8. (integrarea imaginii) Daca @ este functie original, iar F' este trans-

formata Laplace a functiei f:

A CE / " P

t
9. (teorema de convolutie) Fie h = fxg, F = L[f], G = L[g] si pre-

supunem ca integralele F'(p) si G(p) converg absolut in punctul py € C,
atunci integrala H(p) = L[h(t)](p) are aceeasi proprietate si, in plus:

pentru Re p > Re pg.

Tabelul 9.1
Nr f(t) F(p)
1
1 h(t) »
I'(n+1)
2 tn n+1
p
3 t S
eu)
P —w
w
4 sinwt, w >0 P2 + w?
p
i) coswt, w >0 P2+ w?
w
6 shwt, w >0 P2 — W2
p
7 chwt, w>0 P2 — W2

Functiile de la nr. 2-10 care apar in tabelul 9.1 sunt subintelese a fi
inmultite cu A(t), pentru ca , in caz contrar, nu ar fi functii original; astfel,
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de exemplu, prin ¢" se intelege t"h(t). Aceasta conventie va fi utilizata si in
continuare.

Teorema urmatoare este utila pentru calculul unor originale daca imag-
inea are o anumita forma.

Teorema 9.2. (Efros) Fie f(t) o functie orginal si F(p) = L[f(t)](p). Daca

notams:

72

1 -2
o(t,T) = 7ﬁe i

atunci exista v € R astfel incat, pentru Re p > vo avem:

E[/OOO F()e(t, T | (p) = F%ﬁ)

9.3 Rezolvarea ecuatiilor si sistemelor de ecuatii
diferentiale cu coeficienti constanti

Se considera ecuatia diferentiala cu coeficienti constant;i:
apz™ + a1z 4+ anx(t) = F(t) (9.6)
cu functia necunoscuta z(t) si cu conditiile initiale:
P =cp, k=1,2,...n—1

Notam X(p) = Lz(t)](p), F(p) = L[f(t)](p) si aplicam operatorul L
ecuatiei (9.6); se va obtine o relatie de forma:

R(p)X(p) = Q(p) + F(p)

unde R este polinomul caracteristic al ecuatiei (9.6), iar Q este un polinom
de grad n — 1 depinzand de c;. Relatia precedenta permite determinarea
functiei imagine X (p), iar apoi se deduce originalul z(t), care este solutia
ecuatiei (9.6).

Consideratii similare au loc pentru sisteme de ecuatii diferentiale cu
coeficienti constanti, de forma:

o' = Az + f(t) (9.7)

unde A € M,(C),n > 1,f(t) = (fi(t),... fn(t)) cu f; functii original.
Solutia z(t) = (z1(¢),...xn(t)) a sistemului (9.7) care satisface conditia
z(0+) = C, unde C este un vector coloana constant (accentul semnifica
transpunerea de matrice) are toate componenele x; functii original.

Transformata Laplace a functiilor cu valori vectoriale se definegte pe
componente; daca se noteaza X (p) = Llz(t)] si F(p) = L[f(t)] din (9.7)
rezulta:

pX(p) — C = AX(p) + F(p)
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(A—=plp)X(p) =-C — F(p)

Este evident ca, pentru orice p cu Re p suficient de mare, matricea A—pl,
este inversabila; rezulta deci ca exista a € IR astfel incat
X(p) = —(A — pI,,) Y(C + F(p)), pentru Rep > a, si , de aici, se deduce
originalul z(t).

9.4 Integrarea unor ecuatii cu derivate partiale, cu
conditii initiale si conditii la limita
Consideram ecuatia liniara

82u ou 82
5oz Hhy to

u =@z,
cu coeficientii a, b, v, 3,7 functii numai de z, continue pe un interval [0, ].
Termenul liber ¢ e functie original, in raport cu ¢, Va € [0,1].
Se pune problema determinarii solutiei u: [0,1] x [0,00) — IR a acestei
ecuatii care satisface conditiile initiale

u(r,0) = f@), 5

; (x,0) = g(x),Vz € [0,]

si conditiile la limita

Ag (0,1) —i—Ba8 (0,t) + Cu(0,t) = h(t)
Algu(l t) +Blg (I,t) + Cru(l,t) = k(t),Vt € [0, 00)
cu A, B,C, Ay, By, C1 constante date si h, k functu original date.
Fie H(p ) E[h(t)],K(p) Zﬁ[k(t)] ®(z,p) = = Jo plz, t)e Pdt,
U(z,p) = = Jo~ ulz, t)e P dt
e £ (3] [ et . (54 = Ji° e riar = £,

L[5t =pU(z,p) — ule,0) = pU(z,p) — f(z), L [%T = p?U(z,p)—
—[pu(x,0) + %¢(x,0)] = p*U(z,p) — [pf(x) + g(

Laplace ecuatiei initiale obtinem

x)] i aplicand transformata

d2U aUu

— +b—+cU=d

@ dz? dx
unde ¢ = ap?+Pp+7, d = &+ (ap+ ) f +ag sunt functii de p si 2. Deoarece
in ecuatia operationald de mai sus nu intervin decat derivatele functiei U in
raport cu x, am notat aceste derivate cu simbolul utilizat pentru derivate
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ordinare. In aceasta ecuatie, p are rolul unui parametru. Ecuatia este o
ecuatie diferentiala liniara cu coeficientii si termenul liber functii de x si de
parametrul p.

Aplicand conditiilor la limita transformata Laplace, aceste conditii devin

{Aig + (Bp + C)U} /z=0 = H(p) + Bf(0)

[Alfg B+ ca)U] fost = K(p) + By ()

De obicei, integrarea ecuatiei operationale cu conditiile de mai sus este
o problema mai simpla decat problema initiala .

9.5 Rezolvarea unor ecuatii integrale

Consideram ecuatia integrala de tip Volterra de speta a doua:

t
x(t) = f(¢) +/0 K(t—7)x(r)dr

in care functiile f(¢) si K(¢) sunt functii original.

Se noteaza X (p) = L[z(t)|(p), F(p) = Lf()](p), L(p) = LIK(t)](p) si se
aplica transformarea Laplace celor doi membri ai ecuatiei integrale; utilizand
teorema de convolutie, rezulta:

X(p) = F(p) + L(p)X(p)

si deci
__F(p)
1—L(p)

care permite determinarea originalului x(¢).

X(p)

9.6 Probleme rezolvate
1. Sa se arate ca functia f: R - R

t3—t+6, dacit>0
f(t)_{ 0, dacd t <0

este o functie original.

Solutie. Verificam definitia:
a. [ e integrabila pe orice compact si f(t) = 0 pentru ¢t < 0

b. Aratam ca exista constantele M > 0 gi vy € IR astfel Incat
|f(t)] < Met pentru orice ¢t > 0.
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Cum tlim f(t)e™" = 0 rezulta ca pentru ¢ = 13§ > 0 astfel incat
—00

|f(t)e™t| < 1,adicd |f(t)| < e, pentru t > §

Pentru ¢ € [0,0] avem |f(t)] < M; cu M; > 0 convenabil ales, deci

luind M = max(1, My) avem |f(t)] < Me',Vt > 0, cu indicele de
crestere exponentiala y9 = 1 O

. Sa se gaseasca pentru functiile original f(t), periodice de perioade T,

o formula cu ajutorul careia sa se calculeze imaginile lor Laplace.
Solutie. f periodica = f(t 4+ nT) = f(t),n € Z

n+1
F(p) = [ e f(t)dt = Z/ &P £ (1) (%)

Cum [;°e P! f(t)dt e convergentd in semiplanul Rep > o, unde o e
abscisa de convergentd rezulta ca seria (*) e convergenta.

Fac schimbarea de variabila u =t — nT in (*).

Obtinem
o T 0 T

F(p) = Z/ e*p(“Jr”T)f(u +nT)du = Z/ e*p(“Jr”T)f(u)du =
n=0 0

— G —pnT —pu —pnT —pt
nz:()e /0 f(u Ze / e P f(t)dt

Expresia din parantezi e o serie geometrica cu ratia e P*. Observam

ca |e P = e(m%)ip < 1, pentru cad Rep > a > 0. Deci suma seriei e
) Pt (t)dt
1—6%1’77" Prin urmare L[f(t)](p) = fﬂfeipg) O

Sa se calculeze imaginile Laplace ale functiilor periodice:

Ly dacid 4na <t < (4n+ 1)a
fO) =< —L+4n+2, dacd (dn+1)a <t < (4n+2)a
0, dacd (4n+2)a <t < (4n+4)a
n=0,1,2,...
Solutie.

T =ta = YOI = (g | [ Lear+ [ o= Dertar] =

B (1 _ e—ap)2
~ap?(1 — e—dap)
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4. ft)=t—mn,n<t<n+1,n=0,1,2,...

Soluie. T = 1= LIFW)(p) = 1oy J{ e Pt = S O
5. f(t) = | sinwt]|
Solutie.
T=-= L) = — e tdt —
=, [f()](p)—mo e P sinwtdt =
w 14e? w ™

= e = C _—
PPtwl_e P prtw? 2w

6. Sa se arate ca L[Int](p) = w = _ﬂ#’ unde v = 0,57721 ...
este constanta lui Euler.

Solutie. Se stie ca L[t*](p) = F}E‘jﬁ), pentru Vo > —1

Deci fooo e Phadt = F;ifi}), pentru Va > —1
Vom deriva aceasta relatie in raport cu « si obtinem

Jo2 epteIn¢dp = Tled)-Tlatinp
P

Luand o = 0 obtinem [} e P! Intdt = W, deci LInt](p) =

= DOr - Cum (1) = — avem L[nt](p) = — 1122 -

Sa se determine transformatele Laplace ale functiilor:

7. f(t) =5

Solutie. Cf. teoremei integrarii imaginii avem

8. f(t)= f(f e Tdr

Solutie. Cf. teoremei integrarii originalului avem L[f(t)](p) = %,
unde F(p) = L[te™](p) = (—1)F](p)(cf. teoremei derivarii imaginii),
unde F1(p) = L) = 74 — F(p) = s — LIOI() =

1
ICEmE H
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9. f(t) = [, S2rdr

Solutie. Cf. teoremei integrarii imaginii avem L'[Sift](p) = fpoo F(v)dv,
unde

. 1 sint *© 1 s
F(U) = ﬁ[smt](v) = m — £ |: - :| (p) = / mdv = 5 — arctgp
p

L —arctgp
= L) = 2—,
p
cf. teoremei integrarii originalului. O

10. f(t) = [, =ldr

Solutie. Aplicam integrarea originalului si integrarea imaginii:

LIFOIp) = L= p) = & [ £ll—e(w)do = 1 [ [1 = 7] v =

1 v joo _ 1 p+1
7p1nv+1/p =, n

11. f(t) = (t — 1)%et~!

Solutie. Cf. teoremei intarzierii avem L[f(¢)](p) = e PF(p), unde

2

F(p) = L[t*'](p) = TR

cf. teoremei derivarii imaginii si tinand cont ca L[e'](p) = =5 O
12. f(t) = te! cos 3t

Solutie. L[f(t)](p) = (—=1)F'(p)(cf. teoremei derivarii imaginii), unde
F(p) = L[e! cos 3t](p) = Fi(p — 1)(cf. teoremei deplasarii), unde

Fi(p) = L[cos 3t](p) = 1%4—9 — F(p) = (p_pl—)21+9 .
— 1)2 -9

= L[f(t)](p) = [(2?+1)2+9}2

13. f(t) = sh2tsin bt
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t_o—2t

Solutie. Scriem f(t) = ¢’ 5— sin 5t

Atunci, cf. linearitatii si teoremei deplasarii avem:

LU ](p) = Ll sin5t](p) — 3 Lle~ sin5e](p) = 5F(p—2) — L F(p+2) =
5 1 5
)

2425 2(p+2)2+425
unde F(p) = L[sin5t] = zﬁ

bt 7eat

14. f(t) = =

ebt _eat

Solutie. Scriem f(t) = 2\?7

Cf. linearitatii si teoremei integrarii imaginii avem:
(e} [ee]
LIFOI0) = [ Fids— [ Fas)ds,
P P

unde

ebt

2/t

eat

2/t

e =£ || e -2 S e

Calculam Fi(s) = ﬁﬁ[ebtt*%](s) = F3(s—b)(cf. teoremei deplasarii),

unde

Fg(s):c[t—%](s):/Oooe—ptt—%dt:;/oooe—x (;>_ i —

1 /°° 1 1 ( 1 ) 1 <1> T
= — ety 2de=—I|—=+1)=—T(=)=,/—=
VP Jo VP o\ 2 VRN p
R

27 s—b 25—

N|=

— Fl(s)

Analog F5(s) = 2\/%
Atunci L[f(t)](p) =vVp—b—+/p—a O

15. f(t) =sinv/t

Solutie. Metoda 1: Se poate arata ca f verifica ecuatia diferentiala
Af7(t) +2f(t) + f(1) =0

Dacd F(p) = L[f(1)](p), atunci L[f'()](p) = pF (p)—f(+0), L[f"(1)](p) =
= P’ F(p)=pf(+0)—f'(+0), LIt f" (1)](p) = — 5 [L[f"()](p)] = —2pF (p)—
+p?F'(p) + f(+0) (cf. derivirii originalului si derivirii imaginii)
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16.

17.

18.
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Aplicand transformata Laplace ecuatiei diferentiale obtinem
—8pF(p) — 4p*F'(p) + 4f(+0) + 2pF (p) — 2f(+0) + F(p) = 0, adicd
4p*F'(p) + (6p — 1)F(p) = 0, pentru ca f(+0) = . l%ntr1>0 sin vt =0

_1
_c_ 4p

Integrand obtinem F(p) = Se
p

3
2
Pentru valori mici ale lui ¢ avem sin v/t ~ v/t

civil(p) = TG - v

1
p§+1 2p?
1 . ,
Pentru p mare, F(p) ~ -5, pentru ca e % — 0, cand |p| — oo si
p2

F(p) ~ LIV](p) = 2})% cand |p| — oo

Deci ¢ = @ si Llsin vt](p) = zige_é
p

(O (A0 RSN S W7 R

Metoda 2: sinv/t = vVt — NeTESVE

( 1)71, 2n+1
o Gt 2 e

> (—1)” 2n+1 - >° (—1)” 2n2+1 B
g%%HWQI@_;@HDAt]@_
I G VN GRS R RVl VTt
_nz_:O(Qn—i—l)!. n+12+1 ) (-1 ( > Y

piTe 2p2no

L[sinVt](p) = L

Sa se determine functiile original ale caror imagini Laplace sunt:
_ 1
F(p) = p(p*+a?)

Solutie. Descompunem F'(p) in fractii simple si obtinem

1 /1 P 1 2
0= (5~ atas) = F0 = 31— cosat) = Zsin §

Solutie. f(t) = £ [%} ()= L1 [2- po— 3.3 | () =2ch3t—

— %sh?)t O

Flp) = 225 + 242
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Solutie. f(t) =L [;’gp + () =L [3 (;’{ )} (t)+L {1] (t)+

4 1
p 3 p3
1|1 N I
19. F(p) = —L
») (p+1)%
Solutie. f(t)= L1 |—2 t:ﬁ—lf’“‘}]t:ﬁ—l[ L |-
obutie. f(£) [(pH)J (¥ [(er)g 0 (p+1)3
_p—1 1 Catp-1 | A | —tp-1 | 1| ot Vi
£ [(zﬂrl)g] (t) =e™L L,%] oL LS] ¢ (F(g) r(3)
= 2e*t\/%(1 — 2¢) (cf. th. deplasirii) O

—3p

-p —2p
2. F(p) = 3z + 1 + 2haprs

Solutie. Stim ca

£ [p;] (#) = o2, ! [ ! ] (t) = sint,

p
! [1] (t) = £ [12+J () = 2L [ ! ] () = e Fsint

p>+4p+5

(cf. teoremei deplasarii)
Avem f(t) = e 27D fsin(t — 2) + e 2= gin(t — 3)(cf. teoremei

intarzierii) O

21. F(p) = % M, N,a,b+#0 constante

Solutie. Scriem F(p) = M(p+a)+N—Ma

(p+a)?+b°

Stim ca Lle~% sinbt](p) = W si Lle™ cosbt](p) = %

(din teorema deplasarii)

Atunci f(t) = Me " cosbt + (N — Ma)je % sinbt O
22. F(p) = m,n > 1 intreg, a € C

Solutie. Stim ci L[t ~1)(p) = L si Llematen1)(p) = 2ol

(cf. teoremei deplasarii)

Avem f(t) = e_“t% O

— 2p?+p+4

23. F(p) = grofrmi—prs
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24.

25.

26.

27.

CAPITOLUL 9. TRANSFORMATA LAPLACE

Solutie.

1 1 1 1
F(p) =

2 ¢« . V3 1,
— f(t) = —=e2sin —t + —e~ sin\@t
f) V3 2 V2

(cf. teoremei deplasarii)

_ 15p—6
F(p) = 3p2+4p+8

Solutie. f(t) =L} [3p12?&_pi_8] (t)=L""! !3[(;‘(2?)_22‘:%]] (t) =

-5 [gaig] @~ el 0 -

L
=e 3'(5cos %t - % sin 2¥°¢) (cf. th. deplasarii)
_ _ 3p+2
Fp) = 1379
Soluti L~ 1 3p+2 27£ )—
olutie. 1(t) = £ [i2s] (6 = 27 [ 15]
—%55_1 [ ] 75’5 %’t] (cf. th. deplasarii)

F(p) = yreersr

Solutie. f(t) = L1 [{‘/ﬁ} (t) =Lt [M] (t) =

plasarii)
F(p) = m, a > 0

Solutie. Scriem F(p) = %ﬁﬁ si tinem cont de

P2+

1 1 1 1
r-1 [22] (t) = —sinat = f(t) = —sinat x —sinat =
p+a a a a
1 t
= — [ sinazsina(t — 2)dz
a Jo

(am folosit teorema de convolutie)

+ = =
pPP—p+1 pPP+2p+3 (p-12+3  (p+1)2+2

. de-
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28. F(p) = L

(P*+4)(p*+1)
Solutie.
F(p) = Zﬁ . in- 1= L[cos 2t](p)L[sint](p) = L[cos 2t  sint](p) =

t
1
= f(t) = / cos 27 sin(t — 7)dr = g(cost — cos 2t)
0
(cf. teoremei de convolutie) O

Soutie. f(t) = L7 | Grireaye | (1) = £7 | it | () =
—tp— —tp— 1
= [t (0 =77 [ | () =
=e ! fot cosTsin(t — 7)dr = e 'tsint (cf. th. deplasarii gi th. de
convolutie) O

30. F(p) =

1
p1+2p3+3p?+2p+1

Solutie.

2 )PP )+ ()
s [(p+ 1)2+ (£)2)2

:g. 1 +2 —(p+%)2+(§)2
3 3

Analizam fiecare termen:

Cf. linearitatii si th. intarzierii avem:

2 ! _22 @ =L | 2e_ésin\/§t] (p)
BP9 3V ()P4 (9 V3 2
Cf. th. derivarii imaginii avem:
p+1 ] “p+ 3+ PP _ .
= = —L[tH1)(p),
p+32+ (22| I+ 12+ (E 1
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31.

32.

33.
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unde
1
LIf())(p) = 1p+ . R L [eé cos \/gt] (p)
(p + 5)2 + (7)2
(cf. teoremei deplasarii)
Atunci fi(t) = 6”3 cos @t
Asadar, f(t) = %e_2 sin ?t — %te_% cos ?t O

1

, _ 1 _ 1 1
Solutie. F(p) = pPP—1+2p—2 — (p—D)(P*+p+3) ~ 5p-1  5p>+p+3

Analizam fiecare termen:

|l 1 _ 1
£ [5])—1 (B =3¢

p+2 _ p+2 _ p+% + %

2 - 1 11 — </ /
ptpt3  (p+3)*+ 7 (P+3)2+(51)2  (p+3)2+(¥F)?
rezulta ca

Cum

1 2 11
£ ; (t) = §7€_% sin \ﬁt
e o) O T e
(cf. th. intarzierii)

Solutie. f(t) = L! [%} (t)=L"1 [(e*p — e %) (% - pﬁlﬂ (t) =
=L7! [ﬂ S peﬂp} (t)=(1—cos(t—1))—

P pHl 2 p?+1

—(1 — cos(t — 2)) (cf. th. intarzierii) O
3p—4

F(p) - p2€p—6
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Solutie. Vom folosi formula (9.4).
p1 = 3,p2 = —2 sunt poli simpli

Atunci f(t) = Rez (%ept )+Rez( Sp—4 —5et —2)

3 4
Calculam Rez ( 3p—4 el’t ) = 1mp7 ePl(p—3) = e
P p—3p2 —p—6

) = 2¢2

Analog Rez (p;”f‘f4,

Deci f(t) = 3 + 2%

34. F(p) = griyys

Solugie. p = =i poli de ordin 3

ept n
o ePt

Calf}ulam Rez ((p +1)371) 2']13112 [M p
= el't(2it — 3 + 2i)

Obtinem f(t) = (3 —t?)sint + 3t cost

35. F(p) = ¢

Solutie. Dezvoltam in jurul punctului de la oo, punand w

obtinem:
e P R S A UL
—_ = e = — —_ — P
W Y YT nl
2 3 n+1
., w L u 1\l
= 1'+2' o+ (1) py +..

convergenta pentru lu] < o0

205

Deci F(p) = 5 1,p2 + 573 2,p . .—i—(—l)”ﬁ +... convergenta pentru
lp| >0
Cum

n n! _ 1 "
Cil) = ey = 71 || 0= o —
= f(t) = LTF(p)(t) =L~ [ 11] ()= >

ber n=0

_oo ntn_oo(_l)n 2\/%271
=2 V' = 2 (%5) =nevi
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36. F(p) =e VP

Solutie. Vom cauta o ecuatie diferentiald de ordin minim verificata de
F(p).

Avem F'(p) = —ﬁe_\/ﬁ,F”( ) =

Deci 4pF" (p) + 2F'(p) — F(p) =0
Dar F"(p) = LI f())(p), pF" (p) = L [F (I F(1))] (p), F'(p) = LI=tf(1))(p),

unde F(p) = L[f(t)](p) (cf. th. derivarii imaginii si derivarii originalu-

e VP 4 LovP
e VPt i

lui)
Deci 4pF" (p)+2F" (p)~F (p) = L[4 $<t2f< ))=2tf(1)—f(B)](p) = 0 =
= G = Gtdt = I f(t) = —§Int — fp + e = f(t) = Fe i

Pentru determinarea constantei ¢ avem tf(t) = %e_it si Ltf(t)] =

— —BLUONP) =~ fho VP = glpe VP

2P
Cand t — oo, tf(t) ~ % gi deci cand p — 0, L[tf(t)](p) ~
[ }( ) = C\/‘/g, dar L[tf(t)](p) = 5/5C VP~ 2\[, pentru p mic,
T . 1
deci \‘f ﬁ, deci ¢ = ;1= = f(t) = 2t\1/H it 0

37. F(p)=¢ ;—raeR

pr

Solutie. Fie G(p) = <. Cf. teoremei intarzierii avem g(t) =t — £

Observam ca F(p) = (f}[ p) si cf. teoremei 9.2

1 > X 72 1 o0 72
1) = — — — e wtdr = — 4t
f() ?t/o (7' a)e4 T \/7?/2; e"wdr

Daca se introduc ”functiile eroare” definite prin erf(z) = % Iy et dt
si Erf(z) = 1 — erf(z) rezulta ca

g(t) = Exf <2;1/£>

38. Si se calculeze transformata Laplace a functiei erf(v/%).

%W&kﬂmmblfm%wﬂwb

e |13

0 ( 1)n 2n+1

—ju Vi —
nz_:on!(Qn—i—l) /0](17)—

2"clu] p) = %E
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_ l[’ i(_l)n(\/i)QnJrl ( ) _ 00 (_1)11 T (2n2+1 + 1) _
T T 2n+3
= n!(2n + 1) \fnzon!@n +1) P2
o n 1 1 1 1
— 2y —y* 3G+t G+n)T(5) _
T4=nl(2n + 1) p2e
00 n _1
DGy (G- 1 <1+1> :
=1 O
v+l

. Sé se arate ca [~ e~terf(\/t)dt = \f

Solutie. Cf. ex. anterior avem

Llerf(VD(p) = f° e Mertf(Vi)dt = Ao

Trecand la limita pentru p — 1 obtinem fooo e terf(v/t)dt = % O
. Si se calculeze [;° ue™" erf(u)du.

Solutie. Facem schimbarea de variabild u? = t si obglnem

Ie ue~erf(u Jdu = 3 [;° e terf(v/t)dt = 111m/ e Plerf(v/t)dt =

1 1 1
= 1hmﬁ erf(V/t = —lim = O
z lim Llerf(v1)}(p) T 2va
. Sa se calculeze integralele I} = OOO Ldt I, = [° Mdt,
B oo (_1)77, t 2n
unde Jy(t) = 7;) e \a)
Solutie. Daca F(p) = L[f(t)](p), atunci

/000 F(p)dp:/ [/ f(t)e ptdt] dp = / / f(t)e Ptdtdp

Inversand ordinea de integrare rezulta

/OOOF(p)dp:/OOO [/Oooe_ptdp} f(t)dt:/ooo fit)dt

deoarece [y e Pldp = %

bt

Avem L[e~% — e ](p) = zﬁ — p+b’ deci [;° ;dt =

_ +
fo (p+a p+b) dp = Z+Z/O —lna
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42.

43.

44.
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n=0 n=0 L
[e.9] —
1-3-5 2n —1 1 1 1Y) 2 1
vt nop™ p P V1+p
5 I, — Jo(t)—cost g, _ 1 _
Rezulta I = [;° 2=t qt = [ ( vl fp2> dp =
=In % Vl_:f/go =1In2 O

Se defineste functia f(t) = [;° ¥22dz, pentrut > 0si f(¢) = 0, pentru
t < 0. Sa se calculeze F(p) si apoi sa se deduca valoarea lui
I = fOO sin:pdl,

=/ )

T

Solutie.

F(p) = / Ft)e Pldt = / ( / Smmdaz) e Pldt =
0 0 0 z
o0 d o0
—/ ;/ e Plsin tadt,
0 0

dar fooo e Plsintedt =

T
p2 +12

Deci F(p) = [i° 7% = 5 = f() = 5,t>0=1T=f(1)=F O

Sa se calculeze integrala:

. .
1() :/ St >0,
o x(z?+a?)

Solutie.

o dz o o dx
LII(t — e “Plsin todt = =
I®)(r) /0 z(x? 4 a?) /0 ¢ S /0 (22 4+ a?)(x? + p?)
- /‘”dw_/‘”dx b om (Lo
a2 \J, 2+a J, 22+p2) pPP-a22\a p)

T 1 1 T T
=—|=-- = —Ll-e Y= 1I{t)=-——(1-e*
2a? (p p—l—a) 2a? [t =] (*) 2a2( )

Sa se calculeze integrala
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Solutie.
OOSUQ—CL2 1 ooit. OOJUQ—CL2
1 T, 1 2

T
e = (== — I(t) = ~(~1 42
x2+p2x 2( p+p+a> ®) 2( +2e7)

45. Si se calculeze I(t) = [;° Si‘;c#da:.

Solutie. Calculam I (t) = fooo Sir;#dx

/ / tsin® tadt = / :5/ e*pt(§sint:1:—
0 4
d

3 1
- - — = ———————=-In3.- 5 =
4/0 (a:Q—l—p) 4/0 z(922 + p?) 1400
3

= "3 Ll = (1) = 5t 3= ()= %mg

1
~ 1 sin 3tx)dt =

O]

46. Sa se calculeze cu ajutorul transformatei Laplace integralele Fresnel
I = fooo sin z?dx, I, = fooo cos £2dz.

Solutie. Functiile S(t fo sinu?du si O(t fo cos u?du sunt functiile
sinus integral si respectlv cosinus 1ntegral ale lui Fresnel.

Aplicam transformata Laplace originalelor I ( fo sintz?dx, Ir(t) =
= [y~ cos tx?dx

Avem L[I1(t)](p) = L [ [, sin ta:Qda:} = [ (J57 sinta?dx) e Ptdt =
= [ ([ sinta?e Pdt) do = [;° L]sin tx N(p)dx = [;° ]ﬁi&dw
Descompunem in fractii simple fractia

z2 z2 x2

et T (@2 1p)2—(V2pr)? (22 —/2patp) (@2 +/2pztp)
_ 1 x x

T 2v2p [ac?—\/%xﬂu  2%4\2pztp

Deci L[I1(t)](p) =

1 o) x S x —
2v2p UO w2—\/%w+pdx_f0 a:2+\/%w+pd$] -
V2pz4p V2z—\/p V2z4/p 1

_ 1 1 o
= 575 [iln 2+ﬁx+p+arctg NG + arctg 7 } 13 = 5757
Analog L[I>(t)](p) = L [ [y~ costa?dz] (p) = [ zFadw

Descompunem in fractii simple fractia

P _ P — _1 THV2p  x—\2p
p2 4t (z2—+/2pz+p) (22 ++/2pz+D) 2/2p | 22+~ 2pz+p z2—\/2px+p
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47.

48.

49.
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Avunel LU(0)(8) = g I | 5y — b 42 =

v | —2patp P N
Obt;inem L(t) = L{t) = £ [ﬁw} (t) = g il [ ﬁ,] (t) =

2\/7J 1"11 =35

2
S& se calculeze fo dt f jlmd

Solutie. Intervertind ordinea de integrare obtinem

fo dtf sde — f deOO e’ sdet fOOO sianTfOO ftdt —

[eS) t—
= Jo© FpteTtdt = [ Lle ! sint]( dp Jo p+1)2+1dp
s

=arctg(p+1)[5° =% (cf. ex. 44 si teoremei deplasarii)
Sa se calculeze [j cosat—cosbl gy q b > 0,a # b.

Solutie. fooo cosat—cosbt g — [ L[cos at — cos bt](p)dp =
17, p’+a?
5 In

= Jo |ha — plkw|dp =
44)

Sa se integreze ecuatiile:

" — 22" —x' + 22 =58in2z,2(0) = 1,2'(0) = 1,2”(0) = —1

Solutie. Folosim teorema derivarii originalului si notam

Llz(t)](p) = X(p)

1 [] 22 /2pztp + arctg V2z+/p + arctg g] ’0 = ﬁﬂ

O]

_ 11,02 b
p2+b2 ’0 - §1I1(T2 = lna (Cf. ex.

O

L[z"(1)](p) = 3X( ) = p*2(0) — pa'(0) — 2"(0) = p*X (p) —p* —p+1

B
L[z"(t)](p) = p*X (p) — px(0) — 2/ (0) = p* X (p) —p — 1
Ll ()] (p) = ()—w(O)ZpX(p)—

Aplicdm ecuatiei date transformata Laplace si obtinem:

9
P —p?—p+2)X(p)—p? —p+1+2Pp+2+1=5——— —

p*+4
2
p°—p—2 10
®) = T+ D=9 p- DD - D)
L - T ES PR T
T 3p+1 12p—2  4'p2+4  p244

1 5 1 1
— z(t) = ge*’e + 3¢ e®t + § 052t + 7 sin 2t
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50. 2" + 22" + 22" + 2 =1,2(0) = 2/(0) = 2”(0) =0

51.

52.

53.

Solutie. Cf. teoremei derivarii originalului avem:
Llz'())(p) = pX(p) — 2(0) = pX(p)

L[z"(t)|(p) = p* X (p) — px(0) — 2'(0) = p* X (p)
L[z"(1))(p) = p*X (p) — p*x(0) — pa’(0) — 2"(0) = p*X (p)
Ecuatia devine

X(p)(p*+2p*+2p+1) = L 1_ L

= X(p) = Pt (P2 +p+l) — p
111 2 g

p P
1 _1_1 _2. 5 et 2 —2t V3
Piprl T p bt 3 (p+1)2+( 3)2 = xz(t) = 1—e N
O

1
p

2

2" + 4z =sin 3 sin 5, 2(0) = 1,2/(0) = 0

Solutie. Scriem ecuatia sub forma z” + 4z = —%(cos 2t — cost)
Cf. teoremei derivarii originalului avem:
Lz"(t))(p) = p*X (p) — p(0) — 2'(0) = p>X (p) — p

Ecuatia devine:

P +9X(0)—p =3 (- 5h1) = XO) =4 Fr+3 P

P P
1. _p
2 (pP+4)?
!/
Intrucat L[t sin2t](p) = — [p22+4] = (p24+p4)2 rezultd z(t) = % cost+
—i—% cos 2t — %tsint O

a2’ —x = tht,z(0) = 1,2/(0) = —1

Solutie. Cf. teoremei derivarii originalului avem:

L[z"()](p) = p* X (p) — px(0) — 2'(0) = p* X (p) + 1
Ecuatia devine:

p*X(p) +1— X(p) = L[tht](p) = X (p)(p* — 1) + 1 = Ltht](p) =
= X(p) = g - Lltht] - 53 =

= z(t) = —sht — [ sh(t — 7)thrdr = sht + sht + 2cht-

(arctge’ — ) O

2"+ =_L 2(0)=0,2/(0) =2

cost’
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o4.

95.

26.
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Solutie. Cf. teoremei derivarii originalului avem:
Lz"(1)](p) = p*X (p) — pz(0) — 2'(0) = p*X (p) —

Ecuatia devine:

P2X(p)—2+X(p) = L[1;] () = X(p) = 1L [cosz) (0) =

cost Ccos T

2L[sint](p)+ Llsin t)(p) £ [L]()_zﬁsmt c[ e T%ﬂ »)

(cf. teoremei de convolutie)

Decix()—281nt+ftsmt ) dr O

COST

:U” +4£I7 — mﬂ]}'(O) - 1,37,(0) - 0

Solutie. Cf. teoremei derivarii originalului avem:
L[z"(t)](p) = p*X (p) — pz(0) — 2/(0) = p* X (p) — p

Ecuatia devine:

PPX(p) = +4X(p) = £ | b | () = X () = g + e

L [z | () = Lleos 20)(p) + £14 sin 26 () £] 2 555 () =
= Lcos 2t|(p) + 1L [ ¢ sin2(t— T)dT] (p) = =(t) = cos 2t + %sith-

0 4+-cos2T
- S8 dr — § cos 2t N 2T _dr = cos 2t + tsin2t — \/ﬁ sin 2t-
-arctg <\/;tg t) + £ cos 2t[In(4 + cos 2t) — In 4] O

Sa se integreze ecuatia omogena cu coeficienti variabili ty” +y'+4ty = 0
cu conditiile y(0) = 3,4/(0) = 0.

Solutie. Fie Y (p) = L[y(t)](p)

Llty(®))(p) = —EY (), LIy (D)](p) = pY (p) — 3, LIy" (1)] (p) = p*Y (p)—
73pa

Lty" (t)](p)): —%(pQY(p) —3p) (cf. th. derivarii imaginii si derivarii
originalului

Aplicand transformata Laplace ecuatiei obtinem

— WY (p) = 3p) +pY (p) =3 -4ZLY(0) =0 = (0* + )G +pY =
0:>dY —Fdp = Y (p) = %ln(p2+4)+lnc:>Y()

= — y(t) = chol2t)

/2+4

Pentru determinarea lui ¢ vom folosi conditia initiala y(0) = 3

3 = ¢Jy(0), dar Jy(0) = 1, deci ¢ = 3 si solutia este y(t) = 3Jo(2t) O

Sa se gaseascd solutia ecuatiei 2" — 22’ + 2z = f(t) care satisface
z(1)=2'(1) = 1.
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o7.

58.

Solutie. Facem mai intai schimbarea de variabila ¢t =¢ — 1

Obtinem ecuatia 2’ —2z'42x = f(t1+1) cu conditiile 2(0) = 2/(0) = 1
Cf. teoremei derivarii originalului avem:

Llz'(t1)](p) = pX1(p) — 2(0) = pXi(p) — 1

L[z"(t1)l(p) = p* X1(p) — p(0) — 2'(0) = p*X1(p) —p — 1

Ecuatia devine

p*Xi(p) —p—1-2(pX1(p) — 1) + 2X1(p) = L[f(t1 + 1)](p) =
= X1(p)(p* ~2p+2) = p— 1+ L[ (1 + 1) () = X1(p) = oy +

ooy - L1+ D))

Cf. th. deplasarii si th. de convolutie obtinem

x(t1) = e’ costy + fgl e"sinTf(ty +1—71)dr

Deci x(t) = e L cos(t — 1) + fg_l e"sinTf(t —7)dr O

Sa se integreze sistemul neomogen de ecuatii diferentiale:
' —y —2x + 2y =sint

2 +2y +2=0

cu conditiile 2(0) = 2/(0) = y(0) =0

Solutie. Notdam X (p) = L[z(t)](p),Y (p) = L[y(t)](p)
Folosim teorema derivarii originalului:
Llz"()](p) = p* X (p) — px(0) — 2/(0) = p*X (p)
L[z'()](p) = pX (p) — 2(0) = pX(p)
L[y (1)](p) = pY (p) — y(0) = pY (p)
Sistemul devine:

1
pr+1
X(p)(p* +1)+2pY (p) =0

N 1 1 1 +2
Atunci: X(p) = 9o+D T 3 T By 5(§2+1)

_ 1 1 1
Yip) = 5p+1) T 3p+1)? ~ 9(—-2)
Obtinem: z(t) = fe~' + tte™' + fte? — Lcost — Zsint
y(t) = ge ' + %te*t — %e% O

(p—2)X(p)+Y(P)(2-—p) =

Sa se integreze sistemul de ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti:
v —dx —y+36t=0
Y +2r—y+2" =0

cu conditiile initiale z(0) = 0,y(0) =1
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Solutie. Fie L[x(t))(p) = X (p), LIy()](p) = Y (1).

Aplic transformata Laplace in cei doi membri ai ecuatiilor sistemului:

36
(p—4)X(p)—Y(p) = 2
2
2X(p)+(@—-1Y(p) = 1
Obtinem
6 1 1 11 9
Xp)=———-— + -
(») P p p—-1 p—2 p-3
12 10 3 22 9
Y(p)= =+ — - +
(») p»» p p-1 p—-2 p-3
Deci

x(t) =6t — 1 —e' + 11 — 9¢
y(t) = 12t 4+ 10 + 3¢’ — 22e% + 9¢™
O

59. Sa se integreze sistemul liniar si neomogen de ecuatii diferentiale cu
coeficienti variabili

ty+z+t =t —1)e"!

/ —
y —z=e"!

cu conditiile y(0) =1, 2(0) = —1

Solutie. Fie Y (p) = Lly(t)](p) si Z(p) = L[z(t)](p) si aplicam transfor-

mata Laplace ecuatiilor sistemului, tindnd cont de L[ty](p) = —%, Lly](p) =
=pY —1,L[Z]|(p) = pZ + 1, L[tZ|(p) = —%(pZ%— 1) (cf. th. derivarii
imaginii i derivarii originalului)

Obtinem
dY 1 1
2 Sz 1) = -
dp L Rl sy e
1
Y - 1-Z=——
p+1
Ssau 1 1
Y +pZ = -
P +1 (p+1)2
1
pY —Z=——+1
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60.

61.

Rezultd (1+p?)Y’+pY = 0. Separam variabilele, integram si obtinem
solutia generala ¥ = ——=— — y(t) = cJo(t), dar y(0) = 1, deci
g i y(t) (t) y(0)

1+-p2

1= y(0) = co(0) = ¢ = y(t) = Jo(1)

Din a doua ecua‘gie a sistemului obtinem direct functia

_ 1l _{—_p _qj_ 1 __ ¥ 1
Z = pY p+1 —1= /1+p2 1 p+1 /1+p2 p+1 =
= 2(t) = —J1(t) —e ! O
_ 0
Sa se integreze ecuatia propagarii caldurii printr-o bara ﬁmta =5

in conditiile u(x,0) = 3sin 27z, u(0,t) = 0,u(1,t) = 0, unde t > 0 si
O<z <l

Solutie. Fie U(x,p) = Llu(x,t)]
Aplicam transformata Laplace in raport cu ¢,  fiind considerat parametru.

Ox? Ox>
. . 2 . o« D
Ecuatia devine %—U = pU — 3sin 27z sau daca 1l consideram pe p ca
parametru putem scrie -5 — pU = —3sin 27z

Ecuatia omogena 2y U

— pU = 0 are ca solutie generala U(x,p) =

O solutie particulara a ecuatiei neomogene este %, deci integrala
2

generala a ecuatiei &5 U _ pU = —3sin2nz este Uz, p) = c1(p)e®VP+

tea(p)e VP 4 Seipine

Aplicand transformata Laplace conditiilor la limita avem L[u(0,t)] =
=U(0,p) =0,Lu(1,t)] =U(1,p) =0

Cu ajutorul conditiilor U(0,p) = U(1, p) = 0 vom determina pe ¢1(p), c2(p).
Avem

0=ci(p) + ca2(p)
0 = c1(p)eVP + cz(p)e VP

de unde ¢;(p) = c2(p) =0

Deci Uz, p) = 338272 4 cirui original Laplace este u(z, t) = 3e 4™ 3 sin 27

4m2+p
sl care reprezintd temperatura barei, in fiecare punct M(z),0 < z < 1,
la orice moment t(¢ > 0) O

87_1 9%z

Sa se integreze ecuatia corzii vibrante = 15 " 52 cu conditiile

o2
aZ(O t)=0,2(3,t) = 0,2(z,0) =0, ‘gf( ,0) = 2cosmx + 3 cos 3mz.
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Solutie. Notam L[z(z,t)] = Z(x,p)
Avem L [a—gj(:r,t)} a—z(x p), L [&2 (, t)} = p?Z—2 cos mr—3 cos 3T,
L50.0)] = 55 0.p) = 0.£[2(3.0)] = Z(3.9) = 0

Aplicand transformata Laplace ecuatiei cu derivate partiale, obtinem
2
ecuatia 8—% —%Z = —1—16(2 cos mx + 3 cos 3mx) care integrata in raport
cu x are 1ntegrala generala
2

3
Z($7p) = Clegz -+ C2e_§x + m cosTx + m Ccos 3mx

Dar 8—2(0 p) =0, Z(Z,p) =0,decici =c2=0
Asadar, Z(x,p) = m cos Tx + m cos 3z este transformata

Laplace a functiei z(z,t), ce verifica ecuatia cu derivate partiale si
conditiile initiale si la limita impuse de problema . Rezulta ca

z(2,t) = 5= cosmasin 4wt + £ cos 3w sin 127t O
Sa se integreze ecuatia % = 8t2, pentruax > 0,t > 0, stiind ca
U

u(0,t) = 10sin 2¢, hm u( t) =0,u(x,0) = = (z,0) =0.

ot
Solutie. Fie U(z,p) = Llu(z,1)]

Aplicand proprietatile transformatei Laplace obtinem

2u 2 2
c[28] = 24U £[28] = U, £lu(0,1)] = U(0.9) = 22,
L[ lim u(z,t)] = lim U(z,p) =0

Aplicand transformata Laplace ecuatiei cu derivate partiale, obtinem
ecuatia diferentials 4 W — p?U = 0 a cirei integrald generald este
U(x,p) = c1(p)e™P* + co(p)eP” (unde ¢ si ¢o sunt constante fata de z,
transformate Laplace in raport cu p)

Din ultima conditie 0 = lim U(z,p) = lim [c1(p)e P* + ca(p)e?]
r— 00 Tr—00
rezulta ca(p) =0

Din conditia 2+4 =U(0,p) = c1(p) + c2(p), deci c1(p) = p22$4

Deci U(z,p) = p224e—w —
[ 10sin2(t —x), pentrut >z >0
= (1) = { 0, pentru 0 <t <z

Sa se rezolve ecuatiile integrale:

63. 2(t) — [y ch2(t — 1) - a(r)dr = 4 — 4t — 8t
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Solutie. Aplicam transformata Laplace gi teorema de convolutie:

X(p) = L2 (p)L(O)p) = > =5 = 15 — X(o) = P X(p) =
4 4 16 1 4
= g g XD g = =4

x(t) = asinbt + cfg sinb(t — u) - x(u)du,0 < ¢ < b (ecuatie de tip
Volterra)

Solutie. Scriem ecuatia sub forma

x(t) — cf(f sinb(t — u) - x(u)du = asin bt

Fie L[z(t)](p) = X(p)

Aplicam transformata Laplace si folosim th. de convolutie si obtinem
X(p) — X(p) - L[sinbt](p) = Llasinbt](p) = X(p) — 2ergX( ) =
e =

:X(p):lﬁg_cb:x(t):msmvlﬂ—bct O

Jo (1) Jidr = 1+ 1+t (Abel)

Solutie. Ecuatia se mai scrie:x * % =1+t+t

Aplicand transformata Laplace obtinem:

1
XLl = £l1+ ¢+ 1) — X(p)F\(/%) NSV
1 1 2 1
:X(p):<f+pf pf)f:
=>96(t)=1<t_2 + & +2 ts ):
Va\I(z) TG TE)
1
7r<\f+2\[+ t\/)

x( +2f0 du—3e + 2t
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Solutie. Fie L{z(t)](p) = X (p)
Cf. th. de integrare a originalului avem L [ fo du] (p) = )

Aplicam transformata Laplace gi obtinem

X® _ 3 2 _ 3 2
Xp)+257 =5+ = X0) = o6 T o —
= z(t)=1+e +e % O

t dx(r)
dr

67. sint =t + [ t—T)dT

Solutie. Avem formula lui Duhamel

PF(IGD) = L1 (09(0) + [ ' Fm)g (¢ - 7))

Deci £ [ fy 42t - 7)dr| (0) = pX (p) - & = X2

dr P P
Aplicand transformata Laplace ecuatiei integrale obtinem

X
p21+1:]%_F%:X(p):pﬁl—%:x(t):cost—l O

68. Folosind formula lui Duhamel, sa se rezolve ecuatiile diferentiale:
a) 2’ +x =sint,z(0) = 2’(0) =0

b) 2" —a’ = ﬁlet,w(O) =2/(0)=0

Solutie. Rezolvam ecuatia zf + 1 = 1,21(0) = 2{(0) =0
Notam X (p) = L[z1(#)](p)

Cf. th. derivarii originalului avem

Lz ()](p) = p*X1(p) — pr1(0) — 21(0) = p*X1(p)
Ecuatia devine p?2X1(p) + X1(p) = L[1](p) = }D =

= Xi1(p) = 11) pilzé—lfpzﬁ z1(t) =1—cost =

— 2/ (t) = sint
Pe de alta parte X (p) = £[x(t)](p) verifica relatia (p? + 1) X (p) =

= F(p) = Lsint)(p) = »ig = X(p) = pF(p)X1(p)
Cf. formulei lui Duhamel rezulta
z(t) = [isinT -sin(t — 7)dr = (sint — tcost)

b) Ca si la pct. a) rezolvam ecuatia = — 2} = 1,21(0) = 27(0) =0

Cf. th. derivarii originalului avem L[z (¢)](p) = pXi(p) — 1(0) =

= pX1(p)

Ecuatia devine p? X1 (p) — pXi(p) = + : Xi(p) = 1%
1 t_

2 Zﬁ:ﬂzl(t):l—t—l—e :>x1(t) e

= pX(p)F(p), unde F(p) = £ [ 1| ()
Deci z(t) = [y 1= - (/77 — 1)dr O

ﬁ\H

=i
X(p) =
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69. Sa se rezolve ecuatia integrodiferentiala

t
y(t) = / y(r) cos(t — T)dr
0
cu conditia y(0) =1

Solutie. Cf. teoremei derivarii originalului avem

Lly'®)](p) =pY (p) -1
Membrul drept al ecuatiei e produsul de convolutie y(t)*cos t; aplicand
transformata Laplace ecuatiei obtinem:

P
-1=Y({p)=——
pY (p) (p)p2 |
Atunci Y (p) = g—z = % —+ p—lg e y(t) =1+ %2 ]

Cu ajutorul transformatei Laplace sa se determine solutiile ecuatiilor
cu argumente decalate:

70. 3y(t) —4y(t — 1)+ y(t — 2) = t, dacad y = 0 pentru ¢t < 0.

Solutie. Notam L[y(t)](p) = Y (p)

Cf. teoremei intarzierii avem:
Lly(t = D(p) =e Y (p)
Lly(t - 2)](p) = e Y (p)

Dupa ce aplicam transformata Laplace, ecuatia devine:

B+ MY () = o — (1= )BTV () =  —
:>Y(p)2211)2<1—le—?’ _3—1e_?’> :21192 <1—1e—1’ _3’)1_1631’> -
:211)2[1+e‘p+e‘2p+...+e‘”p+...—;(1+e3p+6322p+...+
+63:p+...)]:2]192[§+(1—312>e‘p+<1—313>e‘2p+...+
T P G Y (R e

n=1

:>y(t)—§+;zl<1—3,3+1> (t—n)

(am folosit teorema intarzierii) O
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71.

72.

73.
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y'(t) +y(t — 1) =2, daci y(t) = O,pentru t < 0

Solutie. Cf. teoremei derivarii originalului: L[y/(¢)](p) = p- Y (p)
Cf. teoremei intarzierii: L[y(t — 1)](p) =e™P-Y (p)

Ecuatia devine:

2 2 2
pY p +e_p-Y = — :}Y p = — = — =
) ®)= 1 W= ) 1+ %7
2 — ne P > ne P
=S () =Y (p) =2 (1) =
p n=0 p n=0 p

> —n\" 3 > —n)" 3
— (0 =2 ) e Sy
n=0

Aplicatii in fizica si electronica

O particula de masa m e aruncata vertical in sus cu viteza initiala vy.
Asupra ei actioneaza forta gravitatii i o forta de rezistenta 2kmu, v
fiind viteza particulei (k > 0 constanta ). Sa se determine distanta
parcursa de particula dupa un timp t.

Solutie. Notam cu z(t) distanta ceruta
Atunci mz” (t) = —mg — 2kma’(t), 2(0) = 0,2'(0) = vy
Notam X (p) = L[z(t)](p)

Aplicand th. de derivare a originalului ecuatia devine

m(sz]Ep)*vo) = —kmg%—kamX(p) — X(p) = p;(o%—zgk) _ 7%_#+
2 2 2 —
+9%k20 ) % _ gzkgo . p+12k = a2(t)=—F t+ gzkgo (1—e th)7D
t2>

O tensiune electromotoare constanta E este aplicata la timpul t = 0
unui circuit electric format dintr-o inductanta L, o capacitate C si o
rezistenta r, in serie. La timpul ¢ = 0 sarcina la bornele condensatoru-
lui este nula si curentul in circuit egal. Sa se dea expresia curentului
in functie de timp.

Solutie. Ecuatia diferentiald a sistemului este L% +ri+ & =FEla
care se adauga % = 4, unde ¢ este curentul in circuit, iar ¢ sarcina

instantanee a condensatorului.

Notam I(p) = LIi(t)](p), Q(p) = L[q(t)](p)
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74.

75.

Cu conditiile initiale ¢(0) = 0,¢(0) = 0, prin aplicarea transformatei
Laplace, ecuatiile diferentiale de mai sus devin

Q

Lpl +rl+—==F
pl +r —i—C
pQ =1

(cf. th. de derivare a originalului)

Inlocuind pe @ din ecuatia a doua in prima, obtinem ecuatia
Ipl+rl+L =F —=1T=-—£  =L.__ P __ unde
pL+ i+ 0 L(p+{+-1e) L p2+2aptw3’
_r 2 _ 1
a=30% = IC

, - -1 [E E p—
Avemi(t) = L7 I(p)](t) = L7 [f : m] (t)=7L"" [m} (t),
deci
%e_at sin wt, dacd w? > a?
i(t) =4 Zte daci w? = a?
E
L

1 (e—nt

—mt
"n—m m)’

—e daci w? < a2

unde —m si —n sunt radicinile ecuatiei p? 4 2ap + wg =0, iar w? =

_ 1 2

=10~z O
Un circuit electric consta dintr-un capacitor (cu capacitatea C') gi un
inductor L, legate in serie. La momentul { = 0 se aplica la bor-
nele circuitului forta electromagnetici E cos(wt + ), unde w? # %
(C, L, E,w, a sunt presupuse constante). Sa se determine curentul i(¢)

la orice moment ¢, stiind ca la momentul ¢ = 0 atat curentul cat si
sarcina ¢(t) sunt nule.

Solutie. Cf. legii lui Kirchoff avem Lq"(t) + &q(t) = Ecos(wt + ),
q(0) =0,¢'(0) = 0,i(t) = ¢'(t)

Notdm Q(p) = L[q(t)](p)

Aplicand transformata Laplace ecuatiei anterioare gi th. de derivare a
originalului obtinem LpQQ(p)—i—%Q(p) =F (ﬁ cosa — % sin a) —

_ 1 o .
ﬁ@(p)—mE< +2COSOz +251na _Z'E' +ﬁ
-L[coswt - cos a — sinwt - sin a|(p) :>q() E-VIL
'[cosa‘fotsin\/%r‘cosw(t—T)dT—sma-fO &ndmr-sinw(t—r)df]

O

Un electron se migcd in planul 2Oy pornind din origine cu viteza
initiald vy orientata spre Ox. Sa se determine traiectoria electronu-
lui daca intensitatea campului magnetic H este constanta si orientata
perpendicular pe planul zOy.
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Solutie. Daca e este sarcina electronului si ¢ viteza luminii, atunci
ecuatiile de miscare a electronului sunt

ma’ (t) = —=Hy (1)

my'(t) = “Ha/(1

z(0) = 0,2'(0) = vg,y(0) = 0,3'(0) =0

Aplicand transformata Laplace si th. de derivare a originalului obtinem

m(p* X (p) - p2(0) = '(0) = —=H(pY (p) — y(0))

m(p’Y (p) = py(0) — y/(0) = “H(pX (p) — 2(0))

Adica e

m(p"X (p) — vo) = =~ HpY (p)

e
mp*Y (p) = ~HpX (p)

Din a doua ecuatie rezulta ca Y (p) = ig ;1) X(p)
Deci m(p*X (p) — vg) = —CS;HQX(p) = X(p) (mp2 ) =
— —_ v _ voem i eH
7m®0:>X(p)7p2+%H2 — z(t) = 29" sin Ll ¢
y(t) = 29 (1 — cos L t) ¢t >0 O

Migcarea unui electron intr-un camp electric F si unul magnetic H
este descrisi printr-o ecuatie de forma, 4 % == (E+pvx H), unde v
e vectorul viteza al electronului, m masa lui §i u permeabilitatea mag-
neticd in vid. Sa se determine traiectoria electronului daca vectorii E
si H sunt constanti si ortogonali gi daca la momentul ¢ = 0, electronul
este 1n origine si nu are viteza initiala .

Solutie. Alegem reperul ortogonal Oxyz astfel incat H = Hj, E = FEk.
Fie 7 = xi+yj+2zk = OM, unde M este pozitia curenta a electronului.
Rezultd z"i +y"j + 2"k = — < (Fk + p(—Hz'i + Ha'j)) =

— o' =psHZ Yy =0,2"=-£FE— £uHa' 2(0) = y(0) = 2(0) =
=0,2'(0) =4/'(0) = 2'(0) =0

Aplicand transformata Laplace si th. de derivare a originalului obtinem

P’X(p) = p5HZ(p),p?Y (p) = 0,p°Z(p) = — & - £ — SpuHpX (p)

m

Notama = p-5 H,b = — % E si avem X (p) = W%,Y(p) =0,Z(p) =

(p Ifmg) = z(t) = gt — a%sinat,y(t) =0,2(t) = a%(l — cosat),

>0 O
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9.7 Probleme propuse

Sa se calculeze imaginile Laplace ale functiilor periodice:

1.
0, daca dn <t <4n+1
() = A, dacddn+1<t<4n+2
) o, daca dn+2 <t <4n+3
—A, dacadn+3<t<4dn+4
n=0,1,2
. _ _ A 1—e7P
R: T=2,LIf(O)l(p) = 5 - 7e=7
2.
L —an, daca 4na <t < (4n+1)a
ft)=<{ —L+4n+2, dacd (dn+1)a <t < (4n+2)a
0, dacd (4n+2)a <t < (4n+4)a
n=0,1,2

R: T = 4a, L[f(1)](p) = L5 - S= )

ap?  1l—e—4op

£t) = 0, daca 4n <t < 4n + 2
| 3sin2nt, dacadn+2<t<4n+4

n=20,1,2,...
—2
R: L[f()](p) = z% : 1e+ei—pzp
Sa se calculeze transformatele Laplace ale urmatoarelor functii:
4. f(t) = 3tt — 2t3 + 4e73" — 25in 5t

R: f(t)=3-% -2 -5 +4- 152

- N

p+3 p?+25
5. f(t) = sin® wt

R: LIf(O)(p) = 525m
6. f(t) = (sint + cos2t)?

R: L[f(t)](p) = % - 2(p2p+4) + 2(p2ﬁ—16) + p2?-)&-9 - p2{|_1
T() = (t+ 2%

R: L[f(t)](p) = = )3 + oo )2 + ;=3 (cf. th. deplasarii)

8. f(t) =elsin2t + et cos4dt
R: L[f(1)](p) = Giyrga + (p+q)+;+16 (cf. th. deplasarii)

9. f(t) = fg 72 cos2(t — 7)dT
R: LIf®](p) = 5 Hr
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

CAPITOLUL 9. TRANSFORMATA LAPLACE

B fgeQTt—T2dT dacd t > 0
0, dacat <0

2

3

R: Llu(®))(p) = 1 - -
f(t) =sinatsinbt,a,b € R

R: L[f(t)](p) = % |:p2+(Z_b)2 - p2+(Z+b)2:|

Sa se determine functiile original ale caror transformate Laplace sunt:

F(p) = pgp:pr
R: Se descompune in fractii simple:
A B C
Flp)=—4+—+— = At+ B+ Ce ™™
(p) o o ToTa f(t) =
— 2+3p+1
F(p) = a9
. 2+3p+1 _ 1.1 1 1,1
R ooy = 2 it T o =
| 243p+1 _ 1 - -1 1
— ft)=L [m (t) =—3L [p+1] (t)+L [m} (t)+
+5-L71 [p+3] (t)=—3et+e 2+ e 3t
_ 2p41
F(p) = p(§+1)
R: f(t) =3¢ -1
4p+10
F(p) = pipram

R: f(t) = —2elt 4 Zebt

F(p) = %4
R: f(t) =5cost +sint
F(p) = p2]();f3)

3 o«
R: f(t) = —3 + 5+ 5 + gpe™

3
_ pi+l6p—24
F(p) = P +20p?+64

R: f(t) = cos2t —sin2t + S sin4t

2p—17
Fp) = P’ +p2p+6

R: f(t) = 2e ! cos /5t — %e_t sin /5t
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
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3p—14
F(p) = p2f4p+8

R: f(t) = e*(3 cos 2t — 4sin 2t)

Fp) = =5
R: f(t) = e (=D _——— (cf. th. intarzierii si deplasarii)

w(t—1)

_ 8e~SP 3pe—2P
F(p) - p2+4 - p274

R: f(t) =4sin2(t —3) — 3cosh2(t — 2)

R: f(t) = 3e' " tsin2(t — 1) + cos 3(t — 2)

R: f(t) = 1! 1sin2(t — 1)
—2

P =

R: f(t) = 2 2(t=2) _ o—(t=2)

— +2
F(p) =25

R: f(t) = %‘fﬂ(cﬂ teoremei derivarii imaginii sau prin dezvoltarea
in serie a functiei f(t))

27—12
F®) = Graeero

R: f(t) = 3e 4 — 3731 — 331 = 34 — 3 cos 3t(am folosit descom-
punerea in fractii simple sau teorema reziduurilor)

_ 1
F(p) = zz=3pv5

R: Cf. formulei (2.6) avem f(t) = 2Re%/p:%+i% = %e% sin 3¢

2_
F(p) = (?)127+1)12

R: Cf. formulei (2.6) avem f(t) = 2Red%[(p —1)2. @E’Siﬁept]/p:i =
= (1+2¢)sint

5p2—15p—11
F) = Grwp—2p

R: f(t) = —%e_t + %62’5 + 4te?t — %tzeZt

_ 2p—T
F(p) = p*+2p+6

R: f(t) = 2e~* cos /5t — %e_t sin /5t
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.
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5p+1
F(p) = %

R: f(t) =5cost +sint

_ _e7? pe” 2P
Fp) = 2575 T p279

R: f(t) = 1e!"1sin2(t — 1) + cos 3(t — 2)

_ +2
F(p) = ln?ﬁ

R: f(t) = @(cﬁ teoremei derivarii imaginii sau prin dezvoltarea
in serie a functiei f(t))

_ 27—12
F(p) = Graeto)

R: f(t) = 3e " — 3731 — 331 = 34 — 3 cos 3t(am folosit descom-
punerea in fractii simple sau teorema reziduurilor)

Sa se calculeze integralele:

I(t) = [y 8da,t >0

R: I(t) = et
00 sin z2
R: I(t)=7%

I(t) = [z gy

R: I(t) =5

I(t) = [° @sinwtdt, a,b>0,w+#0
) _ b

R: I(t) = arctg 2> — arctg 2(cf. ex. 44)

Sa se integreze ecuatiile:

2" + 62’ + 92 = 9e3*, 2(0) = 0,2'(0) = 0

R: z(t) = 76&_(126067&

v’ — 3y + 2y = 4e',y(0) = —3,4/(0) = 5 (cf. teoremei derivarii
originalului)

R: y(t) = —Te! + 4te?t + 4e*

2’ =22 =e 412 —1,2(0) = £,2/(0) = 1

x’ — 22" + 5z = el cos 2t,2(0) = 2/(0) = 1

R: z(t) = e’ sin 2t + fte’ sin 2t(cf. teoremei derivarii originalului)
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

PROBLEME PROPUSE

'+ 22+ = %,x(O) =2/(0)=0

R:z(t) = et [ E0dr = e ![(t+ 1) In(t + 1) — ¢]

y" = 3y" + 3y —y =t y(0) = L,y'(0) = 0,5"(0) = -2
R: y(t) = (1—t—%+%>et

2" + 2’ =sint,z(0) = 0,2/(0) = 0,2”(0) =0

R: z(t) =1 —cost — Lsint

Y+ —y=0,y(0) =0,5/(0) =1

R: y(z) ==z

xy" 4+ 2y =z —1,y(0)=0

R: y(x) = 252

Sa se rezolve sistemele de ecuatii diferentiale:

32" +2z+9y =1
2 +4y +3y=0

¥ —x+2y=0
2 + 2y =2t — cos 2t
z(0) = 0,2/(0) = 2,y(0) = —1
R: z(t) =% — L1sin2t,y(t) = —t + 52 + & cos 2t — 1 sin 2t

¥ =2z — 3y
y =y -2z
z(0) =8,y(0) =3
R: z(t) = 5e~! + 3e* y(t) = 5et — 2eH

o+ 5 —2y=¢
y/7x+6y:e2t

z(0) =1,y(0) = =2

. _ Tt 1 2t 41 —4t 367 \—Tt _ 1.t 7 2t
R: x(t) = Ee +T7€ — Re + me 7y(t> = Ee +ﬂe —

367 —Tt
—9216°

7
Tse

227

—4t_
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54.

99.

26.

57.

98.

99.
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x”+x’—|—y”—y:et

42—y +y=et
2(0) = 2/(0) = 0,y(0) = %'(0) =0
R:2(t) = fel + 1(2t — L)e 7, y(t) = 3(t — 1)e! — 3(3t —1)e~!

Sa se rezolve ecuatiile integrale:

2(t) — 2 [T a(r)dr = $(1 — cos 3t)

R: z(t) = 5e® + £ cos 3t — 2 sin 3¢(cf. teoremei integrérii originalu-
lui)

2(t) =t +4 [ (t —m)x(r)dr
R: z(t) = 3sh2t

x(t) = tcos 3t + fot sin3(t — 7)z(7)dr

R: z(t) = 2sin 3t — % sin /6t
x(t) = cost + fg(t —7)e!"Tx(r)dr

R:z(t) = te® + 2 cost — Zsint

O particula M cu masa de 3 g se misca pe directia axei Oz, fiind
atrasa spre originea O cu o fortd numeric egala cu 6z (proportionala
cu deplasarea). Daca la momentul initial particula este in repaus in
punctul z = 10, sa se determine pozitia ei la orice moment ¢ > 0,
presupunand ca :

a) asupra particulei nu mai actioneaza nici o forta ;

b) asupra particulei actioneaza o forta de amortizare numeric egala cu
de 9 ori viteza instantanee.

R: a) Aplicam legea lui Newton : masa - acceleratie = forta

Daca particula M se deplaseaza pe Oz, fiind la momentul ¢ in punctul
x(t) > 0, forta cu care este atrasa ea spre origine va fi —6z(t) (sensul
fortei fiind contrar cu sensul pozitiv de pe Ozx); daca particula M
se gaseste in punctul z(t) < 0, forta cu care este atrasa spre origine
are acelagi sens cu al axei Oz (deci pozitiv), deci forta va fi —6x(t).
Ecuatjia diferentiald ce descrie migcarea particulei este 3z” (t) = —6x(¢)
cu conditiile initiale z(0) = 10,2/(0) = 0. rezulta x(t) = 10 cos /2t
(deci o miscare oscilatorie in jurul pozitiei de echilibru)

b) Se observa ca forta de amortizare este —92/(t) si obtinem ecuatia
diferentiala 3z"(t) = —6x(t) — 92/(¢) cu conditiile initiale 2(0) =

= 10,2(0) = 0. Rezultd () = 20e ! —10e~2! (deci o misgcare neoscila-
torie, particula tinzand asimptotic spre pozitia de echilibru)
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60. Un punct material de masa m se migca rectiliniu, pe axa Oz, sub

61.

actiunea unei forte elastice mAxz(t), proportionala cu deplasarea si sub
actiunea unei forte rezistente 2mpux’(t), proportionalda cu viteza, cu
A > p2. Daca la momentul initial punctul material se giseste in zg si
are viteza vy, sa se arate ca , la un moment oarecare ¢, ¢ > 0, pozitia
punctului material este data de

1
z(t) = —e M [wzp cos wt + (v + pxg) sin wt]
w

unde w? = \ — p?

R: Procedand ca la pb. anterioara obtinem mxz” = —mAz — 2mpuz’ cu
conditiile initiale x(0) = g, 2'(0) = vo

O bobina de inductivitate 2H, o rezistenta de 16 ohmi gi un conden-
sator de capacitate 0,02 F' sunt conectate In serie cu o sursa de tensiune
electromotoare de marime E volti. la momentul ¢ = 0 sarcina pe con-
densator si curentul sunt 0. Sa se gaseasca sarcina pe condensator si
curentul la un moment oarecare t,t > 0 daca :

a) £ = 300 volti;
b) E = 100sin 3t volti

R: Daca I(t) si Q(t) sunt valorile la momentul ¢ pentru curent si pentru

sarcina electrica , aplicand legile lui Kirchoff avem 2% + 161 + 0% =

= BT = 99 deci 299 + 1692 + 50Q = E cu conditiile initiale
Q(0) =0,1(0) =Q'(0) =0
a) Q =6 — 6e " cos 3t — 8e 4 sin 3¢, I = 50e~* sin 3t
_ 2509 25, —4t .
D R s saman B (Geoant s 1))
52 52
Observatia 9.1. Observatie: S-a utilizat conventia care presupune
ca functia original f(¢) este Inmultita cu A(t).



Capitolul 10

Transformarea 2

10.1 Notiuni teoretice

Definitia 10.1. Se numeste semnal discret o functie x: Z — C, n — x,
(sau x(n) sau xz[n]). Multimea semnalelelor discrete se va nota cu S4. Daca
Ty = 0 pentru orice n < 0, se spune ca semnalul z este cu suport pozitiv,
iar multimea acestor semnale se noteaza cu S;.

Se noteaza cu g, k € 7 fixat, semnalul definit prin:

1, dacan==%k

Ok(n) = { 0, dacin #k

si vom pune dg = 9.
oo

Definitia 10.2. Daca z,y € Sy si seria Z Tp_kYr este convergenta

k=—o0
pentru orice n € Z cu suma z,, atunci semnalul z se numeste convolutia

semnalelor x §i y si se noteaza z = x * y.
Daca z,y € ST, atunci « * y existi si avem x *x y = y * , de asemenea:
xxd=x¢ (x*)(n) =x(n—k)
Pentru orice functie f: IR — C si T > 0 (pas de esantionare) se poate
obtine un semnal discret punand z,, = f(nT), n € Z.
Definitia 10.3. Fiind dat s € Sy, s = (an)nez, se numeste transformata
Z a acestui semnal, functia complexa Lg definita prin:

Ls(z) = Z anz™"
definita in domeniul de convergenta al seriei Laurent respective.
Indicdm principalele proprietati ale transformarii Z:

1. Exista R,r > 0 astfel incat seria care defineste transformarea Z con-
verge in coroana r < |z| < R

230
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2. (Linearitatea) Asocierea s — Lg este C - lineara si injectiva , agadar:

Loy si+asss (2) = a1Lg, (2) + aoLg, (2), a1, 00 € C, s1,52 € Sy

3. Daca s € Sj, s = (an)nen, atunci lim Ls(z) = ag, iar daca exista
zZ— 00
. ceo 22— 1

lim a,, = [, atunci lim——Lg(z) = 1.
n—oo z—1 z

4. (Inversarea transformdrii Z) Fie s € ST, s = (ay)nen i se presupune
ca functia Lg(z) este olomorfa in domeniul r < |z| < R. Pentru orice
r < p < R, fie v, frontiera discului |z| < p parcursa in sens pozitiv o
singura data. Atunci avem:

1
an = / 2" 1L (2)dz, nelN
Ve

27
5. (Teorema de convolutie) Daca s,t € Sc'l", atunci s x ¢ € S:[ si avem:
Ls*t - LsLt

In particular,
Lows, (2) = 27 "Ly(2), ke

In tabelul 10.1 sunt date transformatele Z ale semnalelor uzuale.
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Tabelul 10.1.

Nr. § Ls
h = (hn)ne% unde hy, =0 z
1 pentrun < 0si hy, =1 —1
pentru n > 0 i
1
2 Op, k€L 2’7
z
3 s = (n)penN m
2(z+1)
4 § = (n2)neN m
z
5 s=(a")pen, a € C z—a
z
6 s=(e")pen, a € R z —e®
. . zsinw
s = (sinwn)pen, w € R 22 —2zcosw+ 1
. z(z — cosw)
s = (coswn)pen, w € R 22 —2zcosw+1

10.2 Probleme rezolvate
1. Sa se arate cd urmatorul semnal nu admite transformatd Z:

x €SS 1y = 2”2h(n)

o0

Solutie. Raza de convergenta a seriei 22"227" este
n=0
R=—2L1_—=0,deci D, =10 O
lim V/27*
n—oo

2. Sa se determine semnalul z € Sd+ a carui transformata Z este data
de: a) L4(2) 2 b)Ls(2) = c)Ls(z)

A
d)Ls(Z) = WM’ a > 0 dat.

T = E
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Solutie.
1
Aty =5~ | 2"'Ly(2)dz = Rez(2"" Ly (2),3) =
271 J)z)=p
Rez( < 3) = lim ( (z — 3)? < / limnz""1 = n3" !
= Z(—————= = - VST = =
oo =i G-32) ~

b) x, = 2%“ f|2\=p z”_lLs(z)dz = Rez(z”_lLs(z), 1)—|—Rez(:<:”_1LS(z)7 i)+
+Rez(2" 1 Ly(2), —i)

z

1
Rez(2" 'Ly(2),1) = limz""1 (z—1)= =

ey e g 2
Analog Rez(2" 1Lg(2),i) = ﬁil) si Rez(2" 1 Ly(2), —1) = (2_1(111?11;
Pentrun =4k — z, =0
Pentrun=4k+1=— 2, =0
Pentrun=4k+2 =z, =1
Pentrun=4k+3 =z, =1
2
n—1 — i _ 2 “ I =

c) Rez(z""'Ls(2),1) = iLI%[(Z 1) e T 6)]

. n2" 22 2 —6) — 2" (22 + 1) dn+ 3
= lim = -

o | (22 +2—6)2 16
Analog Rez(2""1Ly(2),2) = 2" si Ren(2" 1 Ly(2), —3) = —
Deci z,, = —4%r3 + % - (_8%)3

d) z1,2=a(—1+1) sunt poli simpli
2 n n . .
z a*(-1+1)"  a"(—-1-1)"
o ; ez (22 + 2a + 2a2)’ %) 221 + 2a * 221 + 2a
SR

Z1 §i 29 se scriu:

21 = a(—1+1) = av2(cos sm +isin 3—7T)

4 4
3 3
zog =a(—1—1) = a\/i(cosi - isin—ﬂ)
4 4
Deci z,, = 22a" ! sin ?’CLT” O

3. Fie x = (x)n>0 din Sj $1 Y = (Yn)n>0, unde y, = o+ 21 + ... + Tp.
Sa se arate ca Y (z) = 5 X(2).

z—1
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o o0 o0
Solutie. Fie Y (z) = Zynz_” = Zxoz_” + lez_" +...+
n=0 n=0 n=0

(o] o
+...+ an_lz*” + E Tpz "
n=0 n=0

Dar X (z) = anz*", an_lz*" = wanz*" = —X(2) (deoarece
n=0 n=0 Zn:() o
— 1
x_1 =0); Zazn_gz_ = ;z_” = 2X(z:) etc. =—
n=0
—=Y() =Xz (1+1+5+..)=X(2) % O

. Dacaz,y € Sd+ sivn € Z,y, = xp+xp41, sdse calculeze H(z) = X()"

Solutie. Avemy=x+2x*xd_1 =Y (2) = X(2)+ X(2)z =
= H(z)=1+z2 O

. Cu ajutorul transformarii Z, sa se rezolve in multimea semnalelor cu

suport pozitiv ecuatia y * a = x in urmatoarele cazuri:

a)a=90_9+0_1 —6d,x, =n-h(n),n €L
b)Ja=06_9—30_1+20,x,=5-3"h(n),n € Z

)
c)a=0_9— 55_1 + 0,2y, =cos(n+1)-h(n+1),neZZ

Solutie. a) Deoarece x € Sjl', ecuatia data are solutie y € S; i aceasta
este unica . Intr-adevar, ecuatia de convolutie se scrie

Ynt+2 + Ynt1 — 6yp =n - h(n),n € Z (1)

Cu z,y € ST, relatia (1) este identic satisfacuta pentru n < —3, iar
pentru n = —2 gi n = —1 ea furnizeaza valorile lui yg, respectiv yi:
yo = 0,y1 = 0. Pentru n > 0 relatia de recurenta (1) devine:

Yn+2 + Ynt+1 — 6yn, =n,n € 7,

cu solutia unica (y,)nen de indata ce yo si y1 sunt cunoscuti.

Deoarece membrul drept al ecuatiei de convolutie este un semnal care
admite transformata Z, aplicam transformarea Z acestei ecuatii, in
ipoteza ca si semnalul y € S:{ are transformata Z, Ly(z).

_ 2" _ (=3)" _ 4n+3
, de unde y, = 5 — 55— — 55,

Rezulta Ly(Z) = m
n € IN (vezi ex.2),b)).
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Astfel am gésit un semnal y € S cu proprietatea ci Lysq(z) = Ly(2).

Din injectivitatea aplicatiei L rezulta y *xa = x gi din unicitatea in S:[
a solutiei ecuatiei de convolutie rezulta ca semnalul gasit cu ajutorul
transformarii Z este cel cautat.

b)Ecuatia de convolutie este
Ynt2 = Yni1 +2yn = 5-3"h(n),n € Z

Aplic transformata Z acestei ecuatii si obtinem:

¥
Ly(2)(2% =32 +2) =5—— = Ly(z) =
y(2)(z° =3z +2) 52_3 = Ly(2) 32 _3:19)
Descompunem in fractii simple si obtinem:
15 1 5 1 1 )
L = — — -1 = — 1_2n+1 n N
A T R R e AR +3%),ne

¢) x se mai scrie: x = (cosn - h(n))nez * d_1

Aplicand transformata Z relatiei de convolutie obtinem:

5 z(z —cos 1)

2

_2 1) =

Ly(2)(z 22+ ) Z2—22’C081+1Z:>

L(2) 2z(z —cos 1)
é zZ) = :>
Y (222 =52+ 2)(22 — 2zcos1 + 1)
2
== Yp = m[@—cos 1)2"“—1—(2 cos1—1)27"—3cosn|,n € N

O]

6. Cu ajutorul transformarii Z, sa se determine sirurile (z,),en definite
prin urmatoarele relatii:

a)rg = 0,21 = 1,Zpy2 = Tpt1 + xn,n € N(sirul lui Fibonacci)
b)xog =0,21 = 1,242 = Tpy1 — Tp,n € N

c)rg=x1 =0,20 = —1,23 = 0, Tpya + 2Tp13 + 3Tpt2 + 2Tp41+
4z, =0,n€N

d) zo =2,2p41 + 32, =1,n € N

e)rg=0,21 = 1,xp42 —4Tpt1 + 3z, = (n+1)4",n € N

Solutie. Consideram sgirul (z,)nen ca fiind restictia unui semnal

T € SdJr la IN si transcriem informatiile despre sirul dat sub forma unei
ecuatii de convolutie a * © = y, pe care o rezolvam in S; procedand
ca la ex. 3).
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a)Fie z € S’C'l|r aga Incat restrictia lui x la IN sa fie girul cautat. Ob-
servam ca
T2 — Tyl — Ty = Yn, N € 2,

unde y, = 0 pentrun # —1 g1 y_1 = 1.

Asgadar, = € S:[ satisface ecuatia de convolutie a x x = y, cu
Aplicand transformata Z rezulta :
1

a=0_9—0_1+0d0y=0_1.
1 1+\f
V5

b)Analog a) avem a xx =y, cua=09d_9 — -1+ 6,y =61

Lx(z)(ZQ—z—l) =2 =2, =

=),

Aplic transformata Z si obtinem:
z

L, 2 1) = L, = =
(N =2 4+1) =2 = Lo(e) = 57—

Procedand ca la ex.2) obtinem:

141 1—i
n = Rez (z”l : ) + 1\/§> +Rez (z”l o i , 1\/§>

22 —z4+1 2

Calculam

2" 14+iv3 2" 14++3
Rez = hm —_— |z - =

22—z41 2 1+1fz2—z+1 2
1+iv3\"
B < +§f> cos 2% 2”” 4 1sin 2’5”
W3 iv3
Analog

. 2nm 2nm
Rez (- 2" 71—1\/§ _ cos =5 —isin =5*
22 —z24+1 2 —iv3

Atunci z,, = %sin Q”T“,n eNN

c)Avem axx =y,cua =0_4+20_3+30_9+20_1+0,y = —0_2—20_1

z(z+2)
(22+2+1)2

Dupa ce descompunem 1n fractii simple si calculam reziduurile, tinand
cont ca €1, e sunt poli de ordinul doi, unde €1, €2 sunt radacinile com-
lexe de ordin 3 ale unitatii, obtinem:

_2n—4)(ef —ef) — (e DT+ e e - 6577

n = =

(e2 —€1)3

Aplicand transformata Z obtinem L,(z) = —

2(n—1 2
= (n )sin nﬂ-,nE]N

3 3
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d)Avem axx =y,cua=90_1+30siy, =1,Yn > 0,y_1 = x0+3x_1 =
=29, =0,Yn < -2, adica y =1+ 26_1

Asadar, d_1xx+30*xx=1+20_1
Aplicand transformata Z obtinem 2L, (z) +3L.(2) = 25 + 22 =

2 2 _ 2
= 72'22_*132 = L,(2) = 7(22_21)4(;3%) = x, = Rez(z" 1, 7(22_?)4(;34?3), 1)+
-1 22243
—I—Rez(zn . (z—Zl)(Z-i3)’ —3)
2

n—1_ _22243> 1 o n—1 22" 432 _ §

Rez(z"™" oGy ) = I =) 2" gy = 1
2

n—1_ _ 222432 9y — 13 Cn—1 22"+ 32 _

Rez(z E=NEEL 3) = ZEIES(Z +3)-z e

S T N

Atunci z, = 2 — 3. (=3)""!

e)Avem axx =y,a =0_9 —46_1 + 3%,y = 0,n < —=2,y_; =1,
Yn=Mm+ 14" neN

Fie s1 = (n4")pen si s2 = (4")neN

Ls,(2) = _ZL/SQ(Z) = _Z(ﬁ), = _Z(_(zf4)2) = (Zfi)z

Deci Lx(z)(22—4z+3)=(zf7fl)2+z—f4+z: ﬁ*‘Zi

2(22—T2+16
— Lo(2) = ipee

Descompunem in fractii simple si gasim

1
Tp = §[18-3”+ (3n —13)4" = 5],n € N

O

7. Sa se determine sirurile (an)nen $i (bn)nen cuag = 1,bp = 1 81 an_1+
+7ay, — by =0,bp41 + an + 5b, =0,Yn € N

Solutie.

0, dacan>0saun< -2
1

An—1+ Tan = bn = { dacan = —1

bt + ap + by, — 4 O dacdn =0 saun < =2
b "1 1, dacin= -1
Atunci a %01 +7a%x0 —bx0=0-1§10%01+a*xd+5bxd=0
Asadar,
La('z)z + 7La(z) - Lb(z) =z
Lb(z)z + La(z) + 5Lb(2) =z

Rezulta Lo(2) = 355, Lo(2) = ;55 = an = b, = (—6)" O
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10.3 Probleme propuse

1. Sa se arate ca urmatorul semnal nu admite transformata Z:

€Sy, =" a€eC

o0
R: Seria g e z7™" este convergentda <= |z| > |e?|, iar seria

n=0

oo
Ze_‘mz” este convergentd <= |z| < |e?|. Rezulta D, =0
n=1

2. Sa se determine semnalul z € S:[ a carul transformata Z este:

8)La(2) = 225825 D) La(2) = 2ty ©)Le(2) = g

22—b216" 241 ©
R: a)rg = 0,2, =3"T1 —7.2""1 n>1
b)xg = 1,2, = %sin%%,n >1
)z, =n3" !

3. Cu ajutorul transformarii Z, sa se rezolve In multimea semnalelor
cu suport pozitiv ecuatia y * a = x In urmatoarele cazuri:

a)a=0_9 —40_1 + 39,2, = 2h(n),n € Z
b)a =8_1 — 26,2, = (n®> —2n — 1)h(n),n € Z
R: a)Ly(z) = @—1)22%’% =13"-2n-1),neN

b)L,(z) = et = 2 neN

(Z—l)3 y JIN

4) Cu ajutorul transformarii Z, sa se determine sirurile (z,)nen
definite prin urmatoarele relatii liniare de recurenta :

a)rg =4,21 = 6,Tp40 — 3Tpy1 + 22, =0,n € N

b)zg = 0,21 = 11,29 = —8,23 = 6,Tp4a — 3Tni3 + STpt1—
—xp=1,n€eN

c)xg=0,21 =3, xp12 —4xpt1 + 32, =2,n € N
d)zg =0,21 = —1,2p42 + Tpy1 — 62, =n,n € N

e)xo=x1=0,2p42 — 3Tpy1 + 22, =2",n €N
)

—

x9g=0,21 =1,2p42 — DTpy41 + 62, =4-5",ne N
)LEO =1 =0,20=1,2p43+ 3xp42 +3Tp41 + 2, =0,n € N
R:a)r, =2+2""' neN

o

1
b)a*x:y,a:5_4—g'5_3+g‘5_1—(5,y:11-5_3—%'5_2—#

2(2223 — 9322 + 1232 — 50)
2(2 = 1)2(z +1)(2 - 2)(z — 3)
— 2, =8(-1)"" 425" —pneN

+26'571—|—h:>Lm(Z):
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c)rp,=2-3"-n—-2,neN

daxz=y,a=0-2+0-1-6-6,yp=0,n<-2,y_1 =Ly, =n=
2

1
. [(=3)"! +4n+3,n e N

T ey T T

e) rp, =1+2""(n—2)
faxe =y,a=0_5=5:0_146:0,y, = 0,n < =2,y_1 = Ly, = 45" =

— Lo(2) = G — @n = 32" = 3" +2.5"),n e N

9z, = (—1)"ML e N



Capitolul 11

Ecuatii cu derivate partiale
de ordinul doi

11.1 Notiuni teoretice

Fie F: Q € R™ — IR. Se numeste ecuatie cu derivate partiale de
ordinul IT cu doua variabile independente definita de F', problema gasirii
tuturor functiilor z(z,y) ce verifica relatia

0z 0z 0%z 0?2 0?2
F<5U Ys 2 5 oy 92 9xdy’ 0y> 0 (11.1)

O ecuatie cu derivate partiale de ordinul II se numeste cvasiliniara , daca
e liniara in raport cu derivatele de ordinul II. In cazul a doua variabile
independente, forma generald a ecuatiei cvasiliniare este

0z 0z
+D (m,y,z,ax,ay> =0 (11.2)

unde A, B, C sunt functii reale, continue, derivabile si nu toate nule in acelasi
timp.

Se numesc curbe caracteristice pentru ecuatia (11.2), curbele aflate
pe suprafatele integrale ale acestei ecuatii, ale caror proiectii in planul xOy
verifica ecuatia caracteristica :

2 2 62

0%z
G 2B g+ Ca)

A(z,y) 920y

A(zx,y)dy* — 2B(z,y)dzdy + C(z,y)dz* = 0 (11.3)

Clasificare:

1) Daci B2 — AC > 0, cele doud familii de caracteristice sunt reale si
distincte gi ecuatia este de tip hiperbolic.

2)Dacé B? — AC = 0, avem o singurd familie de caracteristice reale si
ecuatia este de tip parabolic.

3) Daci B? — AC < 0, cele dous familii de caracteristice sunt complex
conjugate si ecuatia este de tip eliptic.

240



11.1. NOTIUNI TEORETICE 241

Directiile
% :M1($7y)7% :,UQ(Z',Z/) (114)
determinate de ecuatia (11.3) se numesc directii caracteristice ale ecuatiei
(11.2).

Prin integrarea ecuatiilor (11.4) se obtin doua familii de curbe in planul
z0y, v1(z,y) = c1, p2(x,y) = c2 (c1, coconstante arbitrare), curbe care sunt
proiectiile pe planul xOy ale curbelor caracteristice.

Daca ecuatia este de tip hiperbolic, cu schimbarea de variabile
& =vi1(x,y),n = p2(x,y), ecuatia (11.2) se aduce la prima forma canonica

0%z 0z 0z
—_— — — | = 11.
8567’] +G1 <§>77727 aga 6?7) 0 ( 5)

Daca se efectueaza acum transformarea £ = x 4+ y,n7 = = — y, din ecuatia
(11.5) rezulta
0%z 0%z 0z 0z

S — , — — =
a:EZ ay2 + Gl (57”527 8[13’ ay) 0 (116)

care este a doua forma canonica pentru ecuatia cvasiliniara de tip hiperbolic.
Daca ecuatia este de tip parabolic, ¢1(z,y) = @a(z,y) = ¢(z,y), cu
schimbarea de variabile £ = ¢(x,y),n = z, ajungem la forma canonica a

ecuatiei (11.2)
0%z 0z 0z
87772—’_(;2 <§’”’Z’8§’8n) =0 (11.7)

Daca ecuatia este de tip eliptic, functiile ¢ (z,y) si p2(z,y) sunt complex
conjugate si notam «(z,y) = Rey1(z,v), B(z,y) = Imp;(x,y). Cu schim-
barea de variabile £ = a(z,y),n = ((z,y) se ajunge la forma canonica a
ecuatiei (11.2)

0%z 0%z 0z 0z
8752+67772+G3 (5,’/),2,65,8?7> =0 (11.8)

In cazul ecuatiilor liniare si omogene in raport cu derivatele partiale de
ordinul II cu coeficienti constanti
0%z 0%z 0%z

ooz T 28 +C0Z==0 (11.9)

A 0x0y 0y?

A, B, C constante, ecuatia diferentiala a proiectiilor curbelor caracteristice
pe planul xOy este
Ady* — 2Bdxdy + Cdz* = 0 (11.10)

Directiile caracteristice sunt

dy — pidx = 0,dy — padz =0 (11.11)
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si ne dau y — p1x = ¢1,y — pox = c2, 1, c2 constante.
Daca ecuatia este de tip hiperbolic, cu schimbarea de variabile £ = y—
—p1x,mn =y — pgx, ecuatia (11.9) devine

0%z
0&0n

=0 (11.12)

cu solutia generala z = f(§)+g(n), unde f, g sunt functii arbitrare. Revenind
la vechile variabile z(z,y) = f(y — p1z) + g(y — pox)

Daca ecuatia este de tip parabolic, u; = pg = % si ecuatia (11.10) se
reduce la Ady — Bdx = 0, cu integrala generala Ay — Bx = ¢, ¢ constanta
Schimbarea de variabile { = Ax — By,n = = aduce ecuatia (11.9) la forma
canonica

- =0 (11.13)

Solutia generala a ecuatiei (11.13) este z = nf(&) + g(§), unde f,g sunt
functii arbitrare.
Daca ecuatia este de tip eliptic, forma sa canonica este ecuatia Laplace

0%z 9%z

Ecuatia omogena a coardei vibrante sau ecuatia undelor plane este

0? 1 02

gy _ Y 2L (11.15)

0x2 a? Ot? Ty
unde p este masa specifica liniard a coardei, Ty este tensiunea la care e
supusa coarda in pozitia de repaus. Solutia ecuatiei (11.15) care indeplineste
conditiile initiale u(z,0) = f(x), %?(ac 0) = g(z),z € [0,1], unde f,g sunt
functii precizate este data de formula lui d’Alembert :

z+at
u(z,t) = %[f(x —at) + f(x +at)] + 217a /_ t g(T)dr (11.16)

Solutia lui Bernoulli si Fourier pentru ecuatia (11.15) cu conditiile la limita
u(0,t) = 0,u(l,t) = 0,¢ > 0 si conditiile initiale u(z,0) = f(x), %(x, 0) =
=g(x),x € [0,1] este

Z (A cos %4 4 B, sin n7lrat> sin nl—ﬂx (11.17)
n=1
unde
2 [ 2 [
A, = l/o f(z)sin ?mdw,Bn = mm/o g(x)sin ?mdw (11.18)
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Solutia ecuatiei caldurii

0? 1 0 k

gu_ - P (11.19)

or?2  a® Ot cp
unde k este coeficientul de conductibilitate termica , ¢ caldura specifica , p
densitatea, ce satisface conditia initiala u(x,0) = f(z),z € R, f fiind data
continua , marginita , absolut integrabila pe IR este data de

)2
u(z,t) / f(r e dr,t >0 (11.20)

2a\/>

11.2 Probleme rezolvate
Sa se reduca la forma canonica ecuatiile:

1. 1. ax2+ U — ()

T

Solutie. B> — AC = —i

Daca x > 0, ecuatia este de tip eliptic. Cele doua familii de caracter-
istice sunt solutiile ecuatiei diferentiale %dy2 +dr? =0=dy =

= +iy/xdz, adicd y + 1%93% =c1,y— 1%3:% =y

Facem schimbarea de variabila & = y,n = %x

(NI

du Au 8§+8u‘3n:8u'%

Or 06 9r T onp 9z o T

Qu _ Ou 08 4 Ou On _ Qu

Oy — 06 Oy ' On Oy O¢

Pu _ | Pu 06 | DPu O b Ou 1,—1 _ 0%u ou 1,—-3%
W—[agan o T o x| T2t oy 3T 2= TG, 3T 2

82%u 8%y O€ + 8%y On __ H%u

9y2 — 0¢ "oy T 9ean Oy — dE2

Forma canonica a ecuatiei va fi:

0%u Ou 1 _
'[W'I"_%'i }+3€2_3n2+862+3n 5; = 0, deoarece
_ 1

1 1
=2 = —_ = =
2 2° 3 3n

8= 8|~

Daca x < 0, ecuagla este de tip h1perbohc i familiile de caracteristice
sunt s y+ 2(—2)2 = c1,y — 3(~2)% =2

(NI

. —_ 3
Facem schimbarea de variabile £ = y + %(—1’)2 =1y — %(—1‘)
Analog se arata ca ecuatia se reduce la forma canonica

82“+ 1 .(8“_3“>_0
ocom ~ 6(E—mn) \on 0¢)
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2. (1+ 2358 + (1 +12) 5% + 254 +y5e =0
Solutie. B> — AC = —(1 + 2?)(1 + %?) < 0, deci ecuatia este de tip
eliptic
Din ecuatia caracteristica
(1+2H)dy* + (1 4+ y*)dz* =0

rezulta
V 1+ 22dy = +iv/1 + y2dz,

deci familiile de caracteristice sunt
In(y +v/1+y2) +iln(z + V1 + 22) = ¢4,
In(y+v1+9y?) —iln(z+ V14 22) =

Facem schimbarea de variabile £ = In(y++/1 + y?),n = In(z+v1 + z2)
8u_8u_8£+@.3n_8u. 1
on

dr — 9 Oz dx = I \/1+a?
Pu_ 1 Pu_ oz  Ou
Oxz? — 1+4z?  In? (H_mQ)% on
Ou _ 1 Ou
W 142 %
Pu_ 1 Pu_ _y _ Ou
dy? T 1+y?  0€? (1+yz)% g
. Y 2
Ecuatia se reduce la forma canonica g—ng + g—gg =0 O

92y 92y 92y ou ou __
3. W—Fanay _3W+2%+67y—0

Solutie. A =1,B =1,C = =3 = B? — AC = 4 > 0, deci ecuatia
este de tip hiperbolic

Ecuatia caracteristica este :

(2) 2 -s=0—=f=s 8- 1=y -m=ayte=o
Facem schimbarea de variabile ¢ =y —3z,n =y +«
=3+ %

g i

Py _ gy o oy

Forma canonica este :

fo ou __ 9?2 10u _
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Sa se aduca la forma canonica gi s& se determine solutiile generale ale
ecuatiilor:

9%u 524 524 9 (y+sinz)?+8
4. F —2cosz- 54 — (3 +sin?x) - o Y a1 u=0

Solutie. B> — AC =4 > 0, deci ecuatia este de tip hiperbolic

Ecuatia caracteristica este :

(%) +2cosx - gy (3+sin2x):0:>%:—cosa::t2:>
— 2z +sinx+y =c1,2x —sinx —y = co

Facem schimbarea de variabile £ = 2z +sinz 4+ y,n = 2z —sinx — ¥y

% = (2+COS:L’)%Z +(2- cosx)a;;

du ou du

gy — 0&  In

% = (2+COS$)2% +2(4 — cos x)af— + (2—(:0893)227” —smazgg +
o)

smxa“

Pu _ 9%u 9%u u

vt = oe ~ Zoen ot

2
8‘18?/ (2 + cosz)2

Ecuatia devine :

5%u 3?u
852 — 2cos g — (2 — cos x)a—nQ

Pu _ &-m +£32 Du u  (En?432,
n

dgom 32 64

Facem transformrea u(&,n) =e ~5a(6=n)? v(&,n) = 8 877 =0=

= (&) = £(€) + () = u(E,n) = e () +g(n) =
— u(z,y) = e a WD’ (£(2 4 sinz +y) + g(2z —sinz —y)) O

2 0%u 2 0%u ou ou __
0. 7 Fom — 2xy - 6x6y+y 03—y2+x-%+y-8—y—0

Solutie. A =22, B = —xy,C =1y> = B?— AC = 0, deci ecuatia este
de tip parabolic

Ecuatia caracteristica este :

z?- (g‘z) t2y W =0= W=V = y=c
Facem schlmbarea de variabile £ = xy,n =«

=y Gt

h-o g

%292’a§2+2 agan+gnu

9%u _ Ou 9%u 0%u
w0y — o€ T Y a2 T pgoy
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Ecuatia devine :

ou 9 Ou Ou u !
Pyl an—ojﬁn(”'%):0:”'%:“5):%7_ 1©).

n’
Integram in raport cu 7 si obtinem w(§,n) + g(§) = f(§)Inn =

= u(z,y) = f(xy)Inz + g(xy) [
6. 2% — 0% = 16(2 — y?), u(v, v) = sinz, u(z, —x) = sin

Solutie. A=1,B=0,C = -1 = B? — AC =1, deci ecuatia este de
tip hiperbolic

Ecuatia caracteristica este :

dy 2 dy dy
(%) - 1=0=z=Lg=-"1l=cs+ty=c,z—y=c
Facem schimbarea de variabile {E =x4+y,n=z—y
2 2
Atunci 8;5 852 + 2(%677 + 2775
%u _ 9%u 3%u
G = 5 — 25+ o

Ecuatia devine :

48‘95(.;;] = 16£n a carui solutie este u(z,y) = €202 + (&) + ¢¥(n)

Deci solutia generald a ecuatiei initiale este u(z,y) = (22 — 3?)? +
ez +y)+ i —y)

Determinam functiile ¢ gi v impunand conditiile din enunt . Obtinem
u(e,z) = (% — 22 + p(a + o) + Uz — o)

u(z, —x) = (2° = (=2)*)* + p(x — ) + Y (2 + )

Deci cp(2:c) sin x 1/1(21:) = sinz. Consideram 2z = ¢, deci p(t) =
=sin & 2 (L) =
A§adar u(z, ) ( y?)? + sin ZFY + sin 25 =

= (22 —y?)?+2sin x+yJ2”'" Ycos I = (32 —y?)242sinZcos ¥ O

7.0k A 4304 + 162y =0

Solutie. A=1,B =2,C =3 = B? — AC = 1, deci ecuatia este de
tip hiperbolic

Ecuatia caracteristica este :

a)* _ 3=0= B =3 % _1—=3 = =
&y L4+3=0= F£ =3¢ —=3r—y=c,r—y=cy
Facem schimbarea de varlablle§ =3r—-—yn=x—y

9%u 9?2

o2 = Y5e +6agan +5 an

82 282

652 + 25, T 87,2
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9%u _382u _4 9%u 9%u

ooy —  Poe2 oton — an?

Ecuatia initiala are forma canonica :
2
S = (€ —n)(& - 3n)
Integram mai intai in raport cu £ si apoi cu 7 si obtinem solutia :
u(én) = $HE* = 3¢n +31%) + F(€) + g(n)

Deci solutia ecuatiei initiale este :

u(z,y) = 3z —y)(z —y) (2 + 3y + fBz —y) + g(z — v) O

8. 404 + 420 + 0% + 1204 4+ 62% + 9u =0

Solutie. A =4,B=2,C =1= B? - AC = 0, deci ecuatia este de
tip parabolic
Ecuatia caracteristica este :
2
d d d 1
4(%) a1 == B =l gy =
Facem schimbarea de variabile { =z — 2y,n ==z

2 2 2 2
6u:%+28u _i_ging

012 0N
P _ 4o%u

oy2 T T 02

Pu _2& —9 9%u
Oxdy — o2 RIL)
ou __ Ju du

o= ot oy

du _ _odu

oy~ 2%

Obtinem forma canonica :

454 + 1258 + 9u =0

Vom considera aceasta relatie ca o ecuatie diferentiala liniara cu coeficienti
constanti de ordinul doi pentru functia v de variabila n. Ecuatia car-
acteristicd atasatd este : 4AN2 + 1204+ 9=0= \; = \p = —%

Astfel solutia generala poate fi scrisa sub forma :

u(€,n) = [f(€) +ng(€)le2"

Atunci solutia generald a ecuatiei initiale este :

_3
u(z,y) = [f(z — 2y) + zg(z — 2y)]e 2" H
9 2w _ _a Qu_ a  Ou_ aa®
* 0xzdy z—y Ox z—y Oy (x—y)2 ™~

Solutie. Facem schimbarea de functie u = (x — y)“v si vom determina
« astfel incat sa obtinem o forma cat mai simpla a ecuatiei.

Ecuatia devine :
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10.

11.

(2% 2~ (@—y)(a+a) (5 - 32) —vla® +a(20~1)+a>~a] = 0

Pentru a = —a = 88 =0=v(z,y) = f(z) + 9(y) = u(z,y) =

_ f((x)ﬂz)(y) O
T—y)*

Sa se gaseasca solutia generala a ecuatiei lui Euler

2
1-8(:(:2 3“) o _ g

22 Or Ox Oy?
Solutie. Ecuatia devine % — {;Tﬂ + = % =0

A=1,B=0,C =—-1= B?—- AC =1 > 0, deci ecuatia este de tip
hiperbolic

Facem schimbarea de functie u(z,y) = @
du_ 1. v _ 1,

0x — x Ox z2

ou_ 1 o

dy — = Oy

FPu _ 1 0% 2  Ov 2

92 Tz 92 32 oz T a3V

Pu _ 1 8%

Oy? Oy

: e - v 9Pu
Ecuatia devine : 53 o = 0

Ecuatia caracteristica este :

2
(%) —1=0=z+y=ch ,rz—y=c

Facem bchimbarea de variabile £ = x 4+ y,7 = x — y. Atunci obtinem
ecuatia 8x<9y = 0, care are solutia v(&,n) = f(&) + g(n) = v(z,y) =
= [z +y) +g(z — y) = u(x,y) = Lotal=y) O

T

Sa se rezolve problemele Cauchy:

(l2—:c2)-‘327§‘ x- %—271‘ =0,0 <z <l u(z,0) —ar081n7,8—y(:1; 0) =

Solutie. B?> — AC =1? — 2% > 0, deci ecuatia este de tip hiperbolic
Ecuatia caracteristica este :
2
d d .
(12 —2%) - <Tg> —1z0=>£ziﬁ=>arcs1n%+y:
= cp,arcsin § —y = ¢z
Facem schimbarea de variabile { = arcsin 7 + y,n = arcsin 7 —y

Forma canonica este 8 6 = 0 cu solutia generala u(§,n) = f(§)+
+9(n) = u(z,y) = f(arcsm 7 +y) + g(arcsin § —y)

Determinam f si ¢ din conditiile initiale :
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12.

13.

f(arcsin 7) 4 g(arcsin §) = arcsin §
f'(arcsin 7) — ¢'(arcsin 7) = 1

Notam arcsin 7 = v si obtinem

fw) +g(v) =

f'v)—g') =1

Deci f(v) — g(v) = v — v, vy constanta

Atunci f(v) =v — 2, g(v) = 2

Solutia ecuatiei date este u(wz,y) = arcsin § +y O
9?2 9?2 8 0
35w + Tamy +25,2 =0, u(z, 0)—w3,a“(x 0) = 222

Solutie. A = 3,B = %,C’ =2= B?>- AC = % > 0, deci ecuatia

este de tip hiperbolic

Ecuatia caracteristica este :

2
Bdy? — Tdody +2d2® = 0 — 3 () ~TE +2 =0 — £ = 25

% = % Atunci familiile de curbe caracteristice sunt :
20—y =0

-3y =c2

Cu schimbarea de variabile £ = 2z — y,n = x — 3y, ecuatia se reduce
2
la forma canonica E‘?&;;? =0= u(z,y) = p(2z —y) + Y (x — 3y)

Conditiile problemei Cauchy sunt :

p(22) + () = 2

—¢/(2) — 39/(x) = 27

Integrand a doua relatie obtinem —§g0( x) — 3Y(x) = :U3 +k
Atunci p(2z) = §2(22)3 + 1 si ¥(z) = —52° — 1, deci u(z,y) =

Z%(va—y)y’—*( — 3y)* O

2 2
x2% — y2‘3712‘ =0,u(x,1) = 22, gZ(x 1) =

Solutie. B?> — AC = 2%y® > 0, deci ecuatia este de tip hiperbolic

Ecuatia caracteristica este :

2
22dy? — y?da? = 0 = (%) =L = % = £ Deci curbele

Yy

caracteristice sunt : xy = ¢y,

:CQ

Facem schimbarile de variabile £ = zy,n =

u _ du ou On __ ou  (_ Y
9z — O m*an or — ag v+, (—%)
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14.

15.

%:<% agjLaga%y ax) y+<§§5;7 8x+gjy ‘%)'(_%)*’%'
(—y(—2)z73) = [gzg Y+ @% . (*P)}'“{a&an 4 ging : (,%)} .
(%) + 5

g Bl f-farl
e = (he i+ g ) o (B 6+ 5 5) 2 =

— (2 1 9%u ) 1).1
—(agg' z+ L 5) $+(a§an +anu‘5)‘5

. . 2 2
Ecuatia devme: $2y2-ng_y2 é?éan_y 8§8n+ Bn2 +2y gz
2 2 2 2
= 4£n858n+277 B=0= 258&877*(32_0:”5*35877*%_
0= & (363 ) =0 = u= p(©) + VEV) = ulr)

= o(zy) + Ty (§>
Pentru determinarea functiilor ¢ si ¥ folosim conditiile initiale:
o(2) + VE(z) = 2
¢ () — oy/a! () + b V/a(e) =
Rezultd cd ¢(z) = 322 + 2 — cy/z
U() = JaeyE - VE+o

Solutia problemei este u(z,y) = %( y)?+zy+ /Ty [ ( )

3
2

Sa se determine solutia ecuatiei 5 [(1 — 7)2 %} = é . (1 — %)2 % ce
satisface conditiile u(z,0) = f(x), %‘t‘ (x,0) = F(x).

( )

Solutie. Facem schlmbarea de functie u(z,t) =

1. 9%
a?  Ot?

Conditiile initiale devin v(z,0) = (h—z) f(x) si 8t 2(x,0) = (h—xz)F(x)

Cf. formulei lui d’Alembert avem

si obtinem ecuatia

coardei vibrante 2 W =

erat

'U(ZC,t) (h—z+at) f(z— at)Jr(h z—at) f(z+at) + za f ( )d’?‘ —
h—x+a T—a h—z—a z+a T+a

u(z,t) = (h—z+at) f( 212)};(3:) t)f(z+at) + ot f +att Zi 7)dr 0

%_W =0,u(x,0) = 1—|f1‘2’?;;($ 0) =sinx

Solutie. Cf. formulei lui d’Alembert avem
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16.

17.

_1 t +t T+t _ 1 —t +t
u(z,t) = 3 1+Q(Ex oz T 1+wx+t ]+ Jo_y sinydy = 3- [1+Q(Ux7t)2 + 1+?x+t)2

1 ooe _1
~lcos( +1) — cos(w — )] = & - [t + ik -
_% - [~2sin m+t;xft sin x+t5x+t] — [1+9(Ex tt)2 + H:(v;it)z] + sinxsint
O
% - % =e",zeR,t>0,u(z,0) = Sinx,%(m,O) =z +cosw

Solutie. Vom cauta o schimbare convenabila de functie pentru a obtine
o ecuatie omogena in locul celei neomogene. Fie u(x,t) = v(x,t) —e”.
Pentru v obtinem urmatoarea problema Cauchy :

%—W—Omeﬁt>0 v(z,0) =e* +sinz, at(:c 0) =z +cosz

Cf. formulei lui d’Alembert avem
v(z,t) = e¥ cosht + xt + sin(z + t) = u(z,t) = e*(cosht — 1) + zt+
+ sin(z + t) O

Sa se determine vibratiile unei coarde de lungime [, avand capetele fix-
ate, cand forma initiala a coardei e data de functia p(z) = 4 (ZL‘ - 72),

iar viteza initiala este 0.

Solutie. Avem de rezolvat urméitoarea problem3 :
Fu—Cu0<zr<lt>0
u(0,t) =u(l,t) =0

u(z,0) = ¢(x), %(x, 0) = 0.
Cf. (11.18), B, =0 si
Ap = 2f0 (x— —) sin rxdr = 8f0xsm xdm— fox sin YT xdx

fo rsin Frrdr = —LZE cos X /f + fo cos rrxdr =

l2

= ——(-1)71 + nl; sin 27 x/o ()L

nm

fo x°sin Tradr = —LI‘Q cos 2 x/o—i— fo rcos rrdr = (—1)"*1%—1-
+% [ixsm g/ — fo sin 2T :cdw} = (—1)”*1%+n2fr3 cos My /h =
= ()"t 1+
Deci Ay = (=)™ = (=)™ % = sl (1) - 1]
Atunci Ay, =0, Aoy = ﬁ
Asadar, cf. (11.17),

u(z,t) = 32l ! cos (2n + 1)7T15Sir1 (2n + 1)7Tx O

— (2n +1)° l l
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18.

19.

%273 :4-%,0<x <1,t > 0,u(zx,0) :sin3x—4sin10x,%(x,0) =

= 2sin4x + sinbz,0 < x < 7,u(0,t) = u(m,t) =0

Solutie. Trebuie sa determinam coeficientii A, si By, din formula (11.17).
o0
Din u(z,0) = sin3x — 4sin 10z = ZA" sinnz = sin 3z — 4sin 10x.

n=1
Egaland coeficientii obtinem A = 1,419 = —4,A, = 0, pentru
n # 3,10

o0

Din %(:c, 0) = 2sin4x + sin 6xr = ZQan sinnz = 2sin 4z 4 sin 6z.
n=1

Egaland coeficientii obtinem By = i, Bg = %, B, =0, pentru n #

44,6
Deci u(x,t) = cos 6t sin 3z — 4 cos 20¢ sin 10z + } sin sin 8¢ sin 4z+
+5 sin 12¢ sin 6 O

Pu—9.2%u 0 <z <mt>0,u(z,0)=6sin2z + 2sin b6z, 2(z,0) =

= 11sin9z — 14sin 152,0 < z < m,u(0,t) = u(w,t) = 0,t > 0

Solutie. Trebuie sa determinam coeficientii A, si By, din formula (11.17).
o0
Din u(z,0) = 6sin 2z + 2sin 6r = ZA” sinnz = 6sin 2z + 2sin 6z.

n=1
Egaland coeficientii obtinem As = 6, Ag = 2, A,, = 0, pentru n # 2,6

o0
Din 9%(2,0) = 11sin9z — 14sin 150 = » 3nB, sinnz = 11sin 9z—
n=1
—14sin 15x. Egaland coeficientii obtinem By = %,Bu’, = —%,Bn =
0, pentrun # 9,15

Deci u(z,t) = 6 cos 6t sin 22 + 2 cos 18¢sin 62 + 41 sin 27¢ sin 5z —

— 1t sin 45t sin 15 O

11.3 Probleme propuse

Sa se reduca la forma canonicé ecuatiile:

1.

2.

0z2 0 ox 4

. 02 iy €= (0 el —
Ri o — s 52 (B - 5) — 45 =0

(12 =254 — 4 — 200 — lu=0,0<z <l

29%u 20%u _

. 02 52 1.9 1 du _
RiGer + o toeoe T2y = 0
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29%u d2u 29%u ou ou __
3. w7 — 2% gp, TV G2 — T — Yy =0

LPu g€ Ou 1 Ou _
R'W 4772 0 7 3n_0

4. 6%y Ou 2

Oz2 Ozdy tu=y

. Pu _ 2
R: afg‘n—u—n

du d2u 92y ou ou __
5. T+ 4T 4508 4 QU odu

. 0%u d%u ou __
R: %+ 94 + 2L =0

2u 2u 9%u ou __

2
R: G4 +G6=0

d2u 2u d2u ou ou __
7. W—68$8y+108—212+%—3@_0

. Pu oy QPu y Ou
R' a£2+8n2+3n—0

Sa se rezolve problemele Cauchy:

02

R: u(z,y) = £ [Bz +y)? — Bz + )% + 3(z +2y)° — 1 (z + 29)?]

2 2 2
8. 2008 — Ty + 358 = 0,u(0,y) =y°, 54(0,y) = y

ou 4 Ou

2y 2x-gi;2‘—sinx-a—y =0,u(z,sinx) =z ,a—y(:v,sinx) =

9. %—F?COS%"aaxay—Sin
=
R: u(z,y) = 2z +sinz —y)? — Lz +sinz —y)? + L (z —sinz +y) '+

+1(z —sinz + y)?

2 2 2
1o, 2425 355 = 0.0(.0) = 4%, 8e.0) =0

R: u(z,y) = 53z +y)* — 3(z +y)*

11. @—l-%%‘ =0, u(x,0) :ex,%(x,O) =4z

2 4
R: u(z,t) = (e" 2" + e"+2) 4 4dat (cf. formulei lui d’Alembert)

192. %_a%.%:0,0§a¢§7r,t20,a>0,u(x,0):

=sinz, %(a:, 0) =sinz,u(0,t) = 0,u(m,t) =0
R: Cf. (11.17) si (11.18), u(x,t) = (cosat + $29%) sin g

24 w u
13. 94— 2. 98 =0,0<z<1,t>0,u(z,0) =2(l — ), %(z,0) =
= 0,u(0,t) =u(l,t) =0
> 4
R: Cf. (11.17) si (11.18), u(zx,t) = g W(l — (=1)") - cos2nmt -
nm
n=2

sinnmx
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14. %273 = 9-%,0 <z <mt>0,u(x,0)=sinx—2sin 2z+sin 3z, %(w,O) =
=6sin3x — 7sinbz,0 < x < m,u(0,t) = u(mw,t) =0,t >0

R: u(z,t) = cos 3tsinz — cos 6¢sin 2z + cos 9t sin 3z + 2 sin 9¢ sin 3z —

7 . .
—1z sin 15t sin bx
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